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I. PETROVSKI 


Capítulo 1 


INTRODUCCIÓN. CLASIFICACIÓN 
DE LAS ECUACIONES 


$ 1. DEFINICIONES. EJEMPLOS 


1. Una ecuación en derivadas parciales de las funciones in- 
cÓgnitas tı, Ma, ..., Un, se dice de orden » si contiene al menos 
una derivada de orden » y no contiene derivadas de orden supe- 
rior. El orden de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales 
es el mayor entre los órdenes de las ecuaciones del sistema. 

Una ecuación en derivadas parciales se llama lineal si es lineal 
respecto a: todas las: funciones incógnitas y sus derivadas. Una 
ecuación “en derivadas parciales se llama casilincal si es lineal 
respecto a las derivadas de orden superior de las funciones incóg- 
nitas, Así, por ejemplo, la ecuación 


du: Gu du Du 
Z= = 2=0 
a a tay a T“ 


es una ecuación casilineal de segundo orden respecto a la función 
incógnita u. La ecuación 


D y aq y) Po 


dz dy 
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es una ecuación lineal de segundo orden respecto a la función 
incógnita u, Pero la ecuación 


de y du y 
du UY y 
20) tl 

no es lineal ni casilineal respecto a esta tunción. 


Se llama solución de una ecuación en derivadas parciales, a 
todo sistema de funciones que al ser sustituido por las funciones 
incógnitas transforma la ecuación en una identidad respecto a las 
variables independientes, De forma análoga sę define la solución 
de un sistema. 

En este curso estudiaremos fundamentalmente ecuaciones linea- 
les de segundo orden' con una función incógnita. Como, por ejem- 


plo, las siguientes ecuaciones 
t z è 
i o z= a po + aa , ecuación de la conducción 
térmica. 
» . » a 
2, pa = E + = +-%%. ecuación de ondas. 
SR e de Lae 


di dri ori 


Muchos problemas de física se reducen a ecuaciones en deriva- 
das parciales, y en particular a las señaladas más arriba. 


2. Ejemplo 1. Ecuación de la conducción del calor 

Sea G un cuerpo, cuya temperatura en el punto (+,, ¥a, 4) en 
el instante ¢ se determina por la función «(t, zı, Y2, xs). Supon- 
gamos que la función u(f, zı Xa, 13) tiene derivadas parciales 
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continuas de segundo orden respecto a las variables vı, ta fs; 
y una derivada continua respecto a f. 

La deducción de la ecuación que describe el proceso de propa- 
gación del calor se basa en la siguiente ley, 

Supongamos que una superficie $ pertenece al cuerpo G. Sobre 
la superficie S está definido el vector continuo de la normal n. La 
cantidad de calor q, que pasa por la superficie $ en el sentido de 
la normal # en el intervalo de tiempo de f, a t, se determina por 
la siguiente fórmula: 


=$ TEN 2) Zas} a (1D 


u 
Aquí e es la derivada en el punto (x,, xa, 2) de la super- 
n 


ficie S según la dirección de la normal 1; la integral interior se 
toma por la superficie $. 

La función positiva k(x,, X2, xs) se lama coeficiente de con- 
ducción térmica interna del cuerpo en el punto (u ta, 43). 


La fórmula (1,1) es equivalente a que una cantidad de calor 
igual a 


atraviese una superficie infinitamente pequeña dS en un intervalo 
de tiempo infinitamente pequeño dt. 

En esta forma se expresa generalmente la ley fisica de la 
conducción del calor. 

Si la superficie S está situada en la frontera entre cl cuerpo 
y el medio exterior, se cumple la siguiente ley. Sea ix(f, 45, a, s), 
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como antes, la temperatura del cuerpo G en el punto- (4, Y, +9), 
y sea u(t, Zu Yo X) la temperatura en un punto arbitrario 
(41, £a, xa) fuera del cuerpo. Entonces la cantidad de calor que 
penetra en el cuerpo a través de la superficie $ —situada en la 
frontera del cuerpo— en el intervalo de tiempo de 1, a tz es 


1= 150) ks(ay ta 23) (1 — u) ds) dt, wn) 
a 
donde la integral interna se toma sobre la superficie S y las fun- 
ciones i y 1 se determinan sobre S pasando al límite por fuera y 
por dentro del cuerpo respectivamente, En este caso k (tu ta, a) 
se llama coeficiente de conducción térmica externa en relación al 
medio dado. 


Consideremos un cuerpo isotrópico respecto a la conducción 
térmica, es decir, supongamos que la función (#1, xa, x3) no 
depende de la dirección de la.normal a la superficie S én el punto 
(Xu že x3). Además supongamos que esta Tunción tiene prime- 
ras derivadas continuas respecto a todas las coordenadas. 


Para deducir la ecuación de la conducción térmica, analizare- 
mos dentro del cuerpo G cierto volumen D limitado por la super- 
ficie suave S y consideraremos la variación de la cantidad de calor 
en este volumen en el intervalo de tiempo de t, a t2 


Según la fórmula (1,1), a través de la superficie S pasa una 
cantidad de calor igual a 


FU (ti a 23) z as) as, (2,1) 
E 
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donde o es la derivada en la dirección de la normal exterior a 


la superficie S. 

Por otro lado, esta misma cantidad de calor se puede deter- 
minar mediante la variación de la temperatura en el volumen D, 
durante el intervalo de tiempo de fı a tz La variación de la 
cantidad de calor es igual a 


ES Ya, Yo, Xa) P (Xi, Ya, Xa) [U(to, £n Za 43) — 
Hhh Zu Xa 23) ] dx, dx: des, (3,1) 


donde p (+1, +2, +) es la densidad, c(a, +2, 14) es la capacidad 
calorífica del cuerpo en el punto (#1, 2, 14)? y la integral se toma 
por la región D. Igualando (2,1) y (3,1) obtendremos: 


f/f [lia sn sa 9 002. 0) des dndn = 


“SU ku xs n) Zas] ae (4,1) 


1 valor de una característica física de un cuerpo en un punto P deter- 
minado (por ejemplo, la densidad, la capacidad calorífica, etc.) se entiende 
siempre como cierto límite. A saber, se toma una sucesión de cubos de 
centro en el punto P y cuyo lado tiende a cero. Se considera la razón entre 
la cantidad correspondiente a cada cubo y el volumen del cubo y se toma 
el límite de esta razón cuando el lado del cubo tiende a cero, Por ejemplo, 
la densidad en un punto es el límite de la razón entre la masa del cubo y 
su volumen. Análogamente, la densidad superficial en un punto de una 
placa es el límite del cociente de la masa de un cuadrado de centro en ese 
punto y el área del cuadrado, La densidad lineal en un punto de una varilla 
es el límite de la razón entre la masa de un segmento con centro en ese punto 
y la longitud del segmento, Análogamente se determina la capacidad tér- 
mica, la conducción térmica en un punto, etc. 
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Según la fórmula de Ostrogradski 


Sfi wgs NDE- G a , Jar dsd 


La integral del miembro izquierdo de la igualdad (4,1) puede 
ser escrita en la forma 


FUN eat] 
A n 


t 
du 
En de. 


h, 


ya que (te Xa, Vo, X3) — u(t, Zi, 2, 22) = 


De este modo, para cualquier volumen D dentro del cuerpo G, 
se cumple la igualdad 


iia das daa ds dt — 
a 
O dæa ds dt = 0 
i 


o bien 


fR- EEE Jenina 


CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES 7 


Como las funciones bajo el signo de la integral son continuas 
y como el volumen D y el intervalo de tiempo (f, tz) son arbi- 
trarios, para cualquier punto (#1, xa, 13) del cuerpo G y para cual- 
quier instante +, la siguiente igualdad debe ser cierta 


des -5È dri (à dar. Ls 


il 


Esta ecuación se llama ecuación de la conducción del calor 
de un cuerpo heterogéneo, en general, pero isotrópico. Si el 
cuerpo es homogéneo 


khai £a 13) 


const, ehrn a 
PCi Fa 13) = const. 


3) = const, 


y la ecuación (5,1) se convierte en la ecuación 


: 
ce òu E 
TTL S 


RE k 
Sustituyendo F — 1 por l’ y denotando. ? de nuevo por t, redu- 
13 
ciremos esta ecuación a la forma 


du Du, a 
d oa 


(0,1) 


Las ecuaciones (5,1) y (7,1). tienen muchas soluciones. Para 
separar de entre el conjunto de soluciones una determinada, es 
preciso establecer ciertas condiciones. complementarias, que jue- 
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gan el mismo papel que las condiciones iniciales en las ecuaciones 
diferenciales ordinarias. De entre las condiciones complementa- 
rias, las más frecuentes son las llamadas condiciones de frontera, 
es decir, condiciones dadas en la frontera de la región G del espa- 
cio (%,, Xa, £a), en la cual buscamos la solución de la ecuación 
en derivadas parciales; y las condiciones iniciales referentes a cual- 
quier instante determinado, 


Desde el punto de vista físico está claro, en primer lugar, que 
la temperatura del cuerpo en un cierto instante y el régimen calosí- 
fico en la frontera del cuerpo, determinan la temperatura en los 
instantes posteriores y, en segundo lugar, que este régimen calori- 
fico puede ser cualquiera. Si la región G coincide con todo el 
espacio, se puede demostrar que la solución acotada de la ecuación 
de la conducción térmica para £ > te se determina de un modo 
único con sólo establecer las condiciones iniciales: los valores de 
la función u(t, 41, 7a, #3) en el instante t = fo. Para una región 
acotada G se puede, por ejemplo, dar el valor de la temperatura 
en cada punto del cuerpo en el instante £ = te y dar el valor de 
la temperatura en cada punto de la frontera del cuerpo para t > fo. 
Resulta ser que estas condiciones son suficientes para determinar 
una solución acotada para £ > to y (tı, a 13) € G: 


Para determinar la solución única de la ecuación de la con- 
ducción térmica, en lugar de definir 4( t, 73, a, xa) en la frontera 


de G para t > to, se puede dar en esta frontera H, que es la 
n 


derivada de la función incógnita w, en la dirección de la normal 
a la frontera de la región G. Llegaremos a un problema mate- 
mático de este tipo cada vez que estudiemos la temperatura dentro 
de un cuerpo G, siempre que conozcamos la cantidad de calor 
transmitido, en cualquier intervalo de tiempo (t, t+), del espacio 
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exterior a la superficie del cuerpo G, a través de cualquier área S 
en la frontera del cuerpo. Cantidad de calor que debe ser igual 
a la cantidad de calor transmitida del área S al interior del cuerpo; 
esta última, según la fórmula (1,1), es igual a 


[lp 


donde k > 0 es el coeficiente de. conducción térmica en el punto 
fronterizo correspondiente. 


Por lo tanto, si conocemos la ley de la transmisión del calor 
para cada área S de la frontera del cuerpo G, se puede hallar cl 


du } p ; ' 
valor de -y en la frontera de G. En particular, si no hay inter- 


i 5 du à 
cambio de calor a través de la frontera, = = O en la misma. 
n 


Finalmente, se puede dar como condición de frontera, para 
t > ta los valores de la combinación lineal: 


du 
ka E 


en la frontera de G, donde k, es el coeficiente de conducción tér- 
mica: al pasar del espacio exterior al cuerpo G, y k es el coeficiente 
de conducción térmica interna del cuerpo. Estos coeficientes se 
suponen conocidos. Llegaremos a este problema matemático si 
estudiamos la temperatura dentro de un cuerpo G bajo la condi- 
ción de que conocemos la temperatura u del medio exterior al 
cuerpo G. Entonces, si realizamos el balance de la cantidad de 
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calor que pasa por un trozo arbitrario de la fronterá de G, de 
acuerdo con las fórmulas (1,1) y (1,1), obtendremos que: 


1. La cantidad de calor que pasa, en un intervalo de tiempo 
(ts, ta), del espacio exterior a la superficie del- cuerpo a través 
del área S, es igual a 


la 
Y) kalin — u) dS de. 


2, La cantidad de calor transmitido en este mismo tiempo del 
trozo S de su superficie al interior del cuerpo es igual a 


AS du 
Í, sd > 
i 


Como (h, t2) y S son arbitrarias 


ku + k = = kt. 


En particular, si m = 0, esta condición se convierte en 


du 
Eros tds 


Supongamos que la temperatura en cada punto (x,, 2, 43) 
dentro del cuerpo G se ha estabilizado, es decir, no varía con el 


tiempo. Entonces æ = 0 y las ecuaciones (5,1) y (7,1) se 
n 
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convierten respectivamente en las ecuaciones 


5 


Para determinar ahora u(+,, xa, #3), no es necesario dar las 
condiciones iniciales. Es suficiente dar las condiciones de fron- 
tera, que deben ser independientes del tiempo. Es fácil represen- 
tarse esto físicamente del modo siguiente. Si las condiciones de 
frontera no dependen del tiempo, para cualquier temperatura 
inicial la temperatura u(t, x,, a, #3) en cada punto (ti, a, #3) 
del cuerpo tiende a cierto límite (+1, 2, +3) cuando t > co. La 
función límite (+4, Xa, 13) satisface las ecuaciones estacionarias 
(8,1) y las condiciones de frontera anteriores que no dependen 
de t. 


El problema de la determinación de la solución de cualquiera de 
las ecuaciones (8,1) a partir de sus valores en la frontera de la 
región considerada se llama problema de Dirichlet, o primer pro- 
blema de frontera. 


Además de la propagación del calor en el espacio, con frecuen- 
cia hay que estudiar la variación de temperatura a lo largo de una 
varilla o en una placa. Si en este caso el grueso de la varilla 
homogénea es tal que la temperatura en todos los puntos de una 
sección es la misma y si no se transmite calor al exterior a través 
de la superficie lateral de la varilla, la temperatura depende sola- 
mente del tiempo £ y una coordenada espacial z. En este caso la 
función u(t, x) satisface una ecuación de la forma 


Qu du 
a ar 


(9,1) 


12 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


si las unidades se escogen debidamente, La temperatura u(t, xı 
Sa Xy) dentro de un cuerpo tridimensional satisfaría la misma 
ecuación (9,1), si deperidiera de una sola coordenada espacial, 
por ejemplo, de z, = x. Así sucede si la temperatura en todos 
los puntos de cada plano z, = const. es la misma. Análogamente, 
al estudiar la propagación del calor en una placa homogénea plana 
y térmicamente aislada, obtenemos la ecuación 


42. (10,1) 


3. Ejemplo 2. Ecuaciones: de equilibrio y de las 
vibraciones de una membrana 


Llamamos membrana a una película tensa que ofrece resisten- 
cia a la tracción y que no ofrece resistencia a la flexión, es 
decir, a un cambio de forma que no altera el área de ninguna 
parte de la membrana; el trabajo de una fuerza externa que 
produce la variación del área de una parte de la membrana es 
proporcional a esta variación. El coeficiente positivo de propor- 
cionalidad T, no depende de la forma de este área ni de su 
situación y se llama tensión de la membrana. 


Hagamos notar que el trabajo de las fuerzas internas de clas- 
ticidad es igual en valor absoluto al trabajo de las fuerzas externas 
que producen la alteración del área, pero de signo contrario. 


Supongamos que en el estado de reposo la membrana está en 
el plano (+1 xa) y tiene la forma de cierta región plana G de 
frontera L. 


Supongamos que sobre la membrana se aplica una fuerza cuya 
densidad en el punto (x,, #4) es igual a f(x, xa) (vea la llamada 
en la pág. 5) y cuya dirección es perpendicular al plano (4 12). 
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Bajo el efecto de esta fuerza, la membrana toma la forma de 
cierta superficie cuya ecuación escribiremos en la forma 


u=u (£n 41). 


El eje u es perpendicular al plano (£s, 42). 


Deduciremos la ecuación que satisface la función u(x, 12) en 
las condiciones siguientes. En primer lugar, supondremos que la 
superficie de la membrana no presenta gran curvatura en la posi- 
m de equilibrio, es decir, que está cerca de ser un trozo de 


c 


u 
plano. En otras palabras, supongamos que las derivadas 2 y 
xi 


Qu da r ; 

EPN son pequeñas y despreciemos en nuestros razonamientos las 
ta 

potencias más altas de estas derivadas. Además, supongamos que 

bajo el efecto de la fuerza f(x, x2) los puntos de la membrana 

se mueven solamente por la perpendicular al plano (rı, #2) de 

manera que sus coordenadas (+,, +2) no varian. 


La deducción de la ccuación está basada en uno de los prin- 
cipios fundamentales de la mecánica: en el principio de los des- 
plazamientos virtuales según el cual, en estado de equilibrio la 
suma de los trabajos elementales de todas las fuerzas que actúan 
sobre un sistema para cualquier desplazamiento virtual (que admite 
las condiciones impuestas) es igual a cero? 


Para calcular los trabajos elementales, hallemos el trabajo 
realizado por las fuerzas que actúan sobre la membrana cuando 
ésta se desplaza de la posición inicial plana a la posición definida 


2 Véase G. K. Suslov, Mecánica teórica, Gostiejizdat, 1946. 
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por la función u(x,, 12). El trabajo de una fuerza cuya densidad 
es igual a f(x, 12) está dado por la integral: 


if Fw 12) U(X, 42) de día, 
a 


ya que sobre el elemento dí, dx, actúa la fuerza f(x,, 12)ax, ata. 
La variación del área de la membrana para este desplazamiento 
es igual a 


[Wera-:) dr, drs; 


y el trabajo de las fuerzas internas para esta variación del área 
cs igual a 


e? (E i ta dra. 


Desarrollemos la función subintegral en serie según las poten- 
cias de ws, y 2, y, basándonos en la suposición de que estas 
cantidades son pequeñas, omitiremos los términos de exponentes 
más alto dela descomposición, Entonces, obtendremos la expre- 


sión 
£ r2 
ff a] 
' 


para el trabajo. de las fuerzas internas de elasticidad. 


Por eso el trabajo de todas las fuerzas interiores que actúan 
sobre la membrana y de la fuerza f, para un desplazamiento de 
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la membrana de la posición de reposo hasta cierta posición 
w(+,, x2), es igual a 


A(u) = NE z e + ao) + fu | dr de. (LID? 
> 


Realicemos ahora un desplazamiento virtual de la membrana, 
es decir, agreguemos a (xı, xa) una cierta función 3u(x,, 4). 
El trabajo de todas las fuerzas que actúan en este desplazamiento 
es igual a la variación de la integral (11,1) que no es difícil de 
calcular : 


34 = Alu + du) — Alu) = 


~ ff [7 (6, au, + w, 20, ) + 100] de da, 
b (12,0) 


y que de acuerdo con el principio de los desplazamientos virtua- 
les, debe ser igual a cero. 


Integrando por partes los primeros dos sumandos, encon- 
tramos, 


Sf (e, 2, +, 20, ) de dr = 
a 
= J e t — f (EE + BE) ed, dns 


3 La integral (11,1) difiere sólo en el signo de la energía potencial de 
la membrana en la posición de equilibrio. Por lo tanto, podemos decir que 
nuestra deducción se basa en que, en la posición de equilibrio, la energía 
potencial de cualquier sistema mecánico es mínima. 
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de donde, 


za ro dl ff ma du de d 
= P 


(13,1) 
donde Au representa la suma de las segundas derivadas 24 + Y%, 
da da 


du : Bo e x E 
> es la derivada en la dirección de la normal exterior a la fron- 
n 


tera L, Como señalamos más arriba, èu es un desplazamiento 
virtual, es decir, un desplazamiento que admite las condiciones 
impuestas a la membrana. Estas condiciones se dan generalmente 
en la frontera de la membrana, por eso la función B3w(+,, 1.) es 
una función continua arbitraria en los puntos interiores de la 
misma. Por consiguiente, haciendo 34 igual a cero se puede 
deducir que para la posición de equilibrio la función u(r, xa), 
en cualquier punto interior, satisface la ecuación 


TAu + f=0. (14,1) 
Esta ecuación se llama ecuación de Poisson, 


En cuanto a las condiciones de ligadura, éstas se reflejan en 
las condiciones de frontera, que pueden ser muy variadas. Consi- 
deraremos por separado los casos más frecuentes. 


1. Membrana fija 


Supongamos que el borde de la membrana se ha fijado a lo 
largo de cierta curva alabeada que se proyecta en L. Si las ecua- 
ciones paramétricas de L son x, = x1(5), 12 = x2(s), exigimos 
que la membrana pase por cierta curva 1, = x,(5), EZE zals), 
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u = 4 (s). En este caso, la condición única impuesta a ču, es 
du = O en L. Gracias a esta condición, en la fórmula (13,1) 
desaparece la integral curvilínea 


El problema obtenido (hallar la solución de la ecuación de 
Poisson con la condición de frontera u = g(s) en L) se lama 
problema de Dirichlet para esta ecuación. 


Para f = 0, la ecuación de Poisson se convierte en la ecuación 
de Laplace con la cual ya nos hemos encontrado en el ejemplo 
anterior. 


2. Membrana libre 


Si no imponemos ninguna condición a la posición de la mem- 
brana, su borde puede desplazarse arbitrariamente por la superficie 
lateral vertical de un cilindro de base L. En este caso, 3u es 
arbitrario dentro y en la frontera de G y obtenemos para la 
ecuación (14,1) la siguiente condición en L: 


du 
on 


3. Con frecuencia se presenta el caso, cuando además de la 
fuerza f que actúa sobre los puntos interiores de la membrana, 
existe una fuerza vertical de densidad lincal f, y aplicada al borde 
de manera que la fuerza fids actúe sobre el clemento ds de la 
frontera. Si buscamos la posición de equilibrio de la membrana 
en estas condiciones, a las integrales (11,1) y (12,1) es preciso 


=0. 


agregar f ( f fut) ds y J fa Bu ds respectivamente, 
e z 
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La integral curvilínea en la fórmula (13,1) tiene, en este caso, 


la forma 
fe ro + 1) Bu ds, 
L 


y para la ecuación de Poisson obtenemos la siguiente condición 
de frontera 


Este problema se llama segundo problema de frontera (o, 
, Problema de Neumann) si fı no depende de u. 


4. A veces se considera el llamado ajuste clástico de la mem- 
brana, es decir, el caso en que la fuerza que actúa sobre el borde 
de la membrana es proporcional al desplazamiento : 


fals) = ku(s). 


En este caso, la condi 


m de frontera para la ecuación de Poisson 


toma la forma TL — ku = 0. 
da 


Pasemos ahora a deducir la ccuación del movimiento de la 


membrana.  Consideraremos solamente las vibraciones pequeñas 


u 
y transversales de la misma. Lo primero significa que 4, e y 
A 


u 
Se son pequeños; en la deducción de la fórmula (11,1) imou- 
ra 


simos esta condición. Las vibraciones se llaman transversales si 
se realizan en la dirección de la perpendicular al plano (7, 42). 
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De ese modo las coordenadas (+1, x+) de un punto fijo de la 
membrana no varían con el tiempo t, sólo varía la función 


u = u(t, 21, 22). 


La velocidad de un punto de coordenadas (v, 4%) es 


Dult, Xi Xa) aa Guli futi 
E y la aceleración ~ar + Para obtener la 


ecuación del movimiento de la membrana es necesario tomar en 
cuenta, según el principio de D'Alembert, la fuerza de inercia de 
la misma, 


s igual a — p (en 42) TE donde 


La densidad de esta fucrza 


P(%1, a) es la densidad superficial de la membrana en el punto 


(41, 42). Obtendremos la ecuación de las vibraciones transversales 
de la membrana, si en la ecuación (14,1) sustituimos el segundo 


sumando por — 


ES b 0. (15,1) 


Las condiciones de frontera, en este caso, son las mismas que 
para la ecuación (14,1) con la diferencia de que las funciones 
definidas en la frontera pueden depender ahora del tiempo, Los 
más frecuentes son el problema de la membrana cuyo borde se ha 
ájustado a lo largo de una linca L:w(t, xi, x. Oen L; y el 
D u(t, x, 72) 

Òn 

Al igual que en el caso de la ecuación de la conducción térmica, 
desde un punto de vista físico es evidente que las condiciones de 
frontera no pueden por sí solas determinar univocamente el mo- 


problema de la membrana libre: =0en L. 
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vimiento de la membrana, ya que éste depende esencialmente de la 
posición y velocidad iniciales. En efecto, más tarde veremos que 
la solución de la ecuación (15,1) se determina univocamente si 
se dan las condiciones iniciales 


Me (lo, Xi, 42) = Gola, 42), 
(ta 42) EG (16,1) 
(lo, £u 42) = altr 12) 


y las condiciones de frontera de alguno de los casos considerados. 


Teóricamente se puede considerar la llamada membrana libre 
no acotada, es decir, las vibraciones de todo el plano (r, 42), 
que satisfacen la ecuación (15,1). Podemos llegar a este proble- 
ma, si la membrana considerada es tan grande que se puede 
despreciar cl efecto de la frontera. 


En este caso, como se verá a continuación, es suficiente 
conocer los datos iniciales para determinar la solución única de la 
ecuación (15,1), En cambio, para una membrana acotada las 
condiciones (16,1) no determinan univocamente la solución para 
todos los valores de t, sino para cada punto (+, z+) y tan sólo 
en cierto intervalo (— t, t,), que depende del punto, Además, 
este intervalo es tanto menor cuanto más cerca esté el punto 
(41, 42) de la frontera de la región G. 


Si p es constante, por medio de una sustitución de las variables 
independientes, es posible transformar la ecuación (15,1) en 
Gu -dik y De az) 
O a 


Analizando las vibraciones pequeñas de un gas (ondas sono- 
ras), se puede demostrar que la función u(t, 11, ze, vs), que 
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caracteriza el incremento de la presión en cl punto (11, xa, 29) 
en cl instante £, satisface la ecuación 
1 u č Fu Fu Fu 
nos 


an 5 (18,1) 


donde a > 0 es una constante (velocidad del sonido). 


La ecuación de la forma (18,1) se llama ecuación de ondas en 


el espacio; muchos otros procesos vibratorios (por ejemplo, los 


electromagnéticos) también se describen por la ecuación (18,1). 
La ecuación (17,1) se luna ecuación de ondas en el plano. 

En el caso unidimensional (vibraciones de una cuerda o de 
un gas en un tubo) la función n correspondiente satisface la 


ecuación 


Dn 


F (19,1) 


# 


Esta ecuación se llama ecuación de la cuerda vibrante. Aqui 
p (x) es la densidad lincal en el punto « y 7 es la tensión de la 
cuerda. La i 
(18,1) y (19,1) son iguales a las condiciones correspondientes 
para la ecuación (15,1). 


condiciones inic 


s y de frontera para las ecuaciones 


Hagamos notar uma v 
(18,1) y (19,1) se obticn 
du y m GENT a 
2.) en comparación con E =) - Si no las despreciamos, 
de Dri 
(es decir, si no se supone que las vibraciones son pequcña 


más que las ecuaciones (15,1), 


n si desprecian las derivadas 


), las 
ecuaciones del movimiento de los cuerpos elásticos correspondien- 
tes son ecuaciones no lineales, mucho más complejas. 
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Observación 1. Si consideramos ł también como una 
coordenada espacial, la función u(t, #4, #2) que describe las vibra- 
ciones de la membrana estará definida en un-cilindro C con gene- 
ratrices paralelas al eje Of y que pasan por la frontera de G sobre 
la cual se encuentra la membrana. El problema considerado ante- 
riormente consistía en determinar los valores de esta función 
dentro del cilindro partiendo de ciertas condiciones para la super- 
ficie lateral del cilindro C y para los valores de u(to, £u 2) y 
u (to, %1, 72) cuando el punto (x,, x2) € G se encuentra en la 
base del cilindro, En este planteamiento, las condiciones iniciales 
para + = t, no se pueden oponer a las condiciones de frontera. 
Tanto unas como otras son ahora condiciones de frontera dadas 
en la frontera del cilindro C. 


Observación 2. Al considerar la ecuación de la conduc- 
ción del calor o la ecuación de las vibraciones en un medio iso- 
trópico, teníamos que en estas ecuaciones figuraban las expre- 
siones 


Du quo. Gu Fu ğu 
2d ELA A „l 
ta? bien ant E $ an (20,1) 


Así ocurre siempre en las ecuaciones lineales de segundo 
orden planteadas para un medio isotrópico homogéneo de dos o 
tres dimensiones, porque las expresiones (20,1), llamadas opéra- 
dores de Laplace aplicados a la función v, simplemente laplacianos, 
son las únicas combinaciones lineales (salvo un factor constante) 
de las segundas derivadas parciales de u que son invariantes para 
cualquier. transformación ortogonal, es decir, para cualquier giro 
de los ejes de coordenadas en el espacio de 2 ó 3.dimensiones: 
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2. PROBLEMA DE CAUCHY. TEORE: 
DE KOVALEVSKAYA 


1. Planteamiento del problema de Cauchy 
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas 
parciales de las funciones incógnitas ty, Ms, ..., y respecto a las 
variables independientes +, 44 


PERE 


Da, dm, y 
am de A TEREN a. se) 


(1,2) 
Sn; ko< my; i,j=12,...,N). 


(otko H= 


Como se ve de las ecuaciones 
funciones incógnitas n; e 
vadas de esta función que figuran en el sistema considerado, La 
variable independiente £ juega un papel especial entre las variables 
ya que, en primer lugar, entre las derivadas de orden superior m 
de cada función u; que aparecen en el sistema dado, debe estar 


anteriores, para cada una de las 
siste un orden superior n; de las deri- 


contenida la derivada - 


ti 2 y s. 
— y, además, el sistema está. resucito 


respecto a estas derivadas. Generalmente en los problemas físicos 
t representa el tiempo y u Xa, «+, Xn, las coordenadas espaciales, 
El número de ecuaciones es igual al número de funciones incóg- 
nitas. 

Para un cierto valor de ¿ ts se dan los valores (“valores 
iniciales”) de las funciones incógnitas m; y de sus derivadas res 
pecto a £ hasta el orden n; — 1. Supongamos que para 1 = lo 


ku; 


Tgp TO (Eo fe + 70) (E=0,1,2,...,1m—1). (2,2) 
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Todas las funciones gi% (x1, xa, ..., Xp) están definidas en una 
misma región Ge del espacio (+1, 2, ..., Xn). La derivada de 
orden cero de la función us es la propia función u. 


El problema de Cauchy consiste en hallar la solución del siste- 
ma (1,2) que satisfaga para t = t, las condiciones iniciales (2,2). 

La solución se busca en cierta región G del espacio (1, xı...» 
Xn), que toca la región Ga en el hiperplano £ = to donde están 
dadas las condiciones (2,2). 

Un caso especial del problema de Cauchy es el problema de 
determinar las vibraciones de una membrana homogénea y no 
acotada a partir de las condiciones iniciales, del cual se habló en 
el epigrafe anterior y que consiste en hallar la solución de la 
ecuación 


Du dtu 
ar T a 


si para t = t están dados 


u (lo, Xi Xa) = 9 (h, 72) (desplazamiento inicial), 
Mito, Xi 72) = ™ (va 12) (velocidad inicial). 
SiN = 1, m = l, n =0 el problema de Cauchy formulado 


anteriormente se convierte en el siguiente problema: Hallar la 
solución u(ż) de la ecuación diferencial ordinaria 


C 
a == Fu), 


tal que (ta) = uo. Este problema se estudia ampliamente en la 
teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias. 


CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES 25 


2. La función F(z, za, .... 3m) de m variables complejas se 
llama analítica en la vecindad del punto 23,2%, ..., 29,, si la mis- 
ma es desarrollable en la serie de potencias 


Pl Ln tp 8a) = 


e — YA (22 — 


Yoo (Em — 2), 


que converge para | s; — 2% | suficientemente pequeños. Es fácil 
demostrar que en este caso F(£;, Sa ..., 3m) tiene en el punto 
2%, 2%, ..., 2), derivadas de todos los órdenes y que 


Xn) los datos iniciales del problema de 
la fórmula (2,2)]. Tatro- 
para las 
rada 


Sean q (æn ra 
Cauchy para el sistema (1,2) [ 
duzcamos, para abreviar, las siguientes notaciones 
derivadas de estas funciones en cierto punto (+), 4% 


Dg 
A Data 
oN; ktkt. 


Aquí se cumple el siguiente teorema fundamental. 


Teorema de Kovalevskaya. Si todas las funciones Fi 
son analíticas en una vecindad del punto (tp, Aoi 29, uu. 
20 Pra, ta, > ttu, y ===) y todas las funciones q son anali- 


ticas en una vecindad del punto (23,42, ...,2%,), el problema de 
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Cauchy admite solución analítica en una vecindad del punto 
(Pj20,2%,...,4%), solución que es única en la clase de las 


funciones analíticas 


3. Daremos la demostración del teorema de Kovalevskaya 
para sistemas lineales arbitrarios. Para estos últimos el problema. 
de Cauchy se reduce fácilmente al problema de Cauchy para sis- 
temas lineales de primer orden, mediante un procedimiento que, 
para simplificar, expondremos para el caso de una ecuación de- 
segundo orden 

j k e 
pa CCEE La) +.) nm) ez 


de Be PA 


EES 


` dtu 
DO + 


EA 
2 du du 
+ (la 2201) EE H Doll, aosa) Dr F 
T 
Heb tarro 8) tt flh Eu irto) (3,2) 


donde as, = aji, bi, c, f son funciones analíticas de sus argumentos 
en la vecindad del punto (1,4%, ...,29). 


El problema de Cauchy para esta ecuación consiste en hallar 
la solución que satisfaga las siguientes condiciones iniciales: 


(0, La, coes Ia) = lT +... La), 
p (42) 
UP, dy -oos En) = (Aa ++, Fa) 
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donde qo y qu son funciones analíticas en la vecindad del punto 
qye pi 
(42,1%, ...,2%). Sin perder generalidad podemos considerar 


que 
P=%=..=2%=0, 
i a 
ya que el caso de £, a?, ..., x? arbitrarios se reduce a Éste me- 
diante un cambio de fas variables independientes que no altere la 
forma de la ecuación. 


Si la función (4 tu.. 
condiciones iniciales (4,2), 


sa) satisface la ecuación (3,2) y las 
evidente que las funciones 


Us 18) sa ti) 


H, a = + 
dt 


satisfacen las ecuaciones 


Quo 
Zo + PR bits + butts F et + f, 
` (52) 
Qu Dita 
E = a E e E (5,2) 
tto 65,2)” 
y las condiciones iniciales 
1 (O) di E = qa A (6,2) 
MOLO, Ya, -oas Fn) = qua» + (6,2) 
EAR 
AE) (6,2)” 
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Demostremos la afirmación recíproca: si las funciones 
1, Mo, Uy ++, Un Satisfacen las ecuaciones (5,2), (5,2)”, (5,2) 
o, para abreviar, si satisfacen (5,2) en cierta región G del espacio 
(E, Xi, Fas «><, £a) contigua a la región G del espacio (tu, 42, - ++ 
«+-+ %6n) y las condiciones iniciales (6,2), (6,2), (6,2) en la 
región Go, entonces en toda la región G la función u(t, Y1, Ya, +. 
...,%n) satisface la ecuación (3,2) y las condiciones iniciales 
(42). ` 

En efecto, de las relaciones (5,2)” se deduce que en toda la 
región G 


dm 
=>: 


Sustituyendo ES por ua en el miembro derecho de (5,2)* ob- 


tendremos: 


dm a du 
= o bien -< E ] =0. (22) 


no depende de ż en toda la región G. 


Según la condición (6,2)”, para t = 0, en la.región G 
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Por eso de (7,2) se deduce que para todos los ż en la región G 


du 

dra (8,2) 

Sistitoyendo 0 yu DE e (82), obtenemos: que la 
ðt Òr 


ecuación (3,2) se satisface en toda la región G. 


Es decir, hemos demostrado que el sistema (5,2) es equiva- 
lente a la ecuación (3,2), si para £ = 0 


e 
da 


4 Hablando estrictamente, de los razonamientos anteriores se desprende 
que 


au 
m — — 
DI 
no depende de £ en'todo segmento de la recta paralela al eje Ot integra- 
Du 
mente contenido en la región G. Por lo tanto, 14, — = 0 en la parte 
De 


de G que se cubre totalmente por segmentos de rectas paralelas al eje Of, 
integramente contenidos en G y que intersectan Go. Pero las funciones con- 
sideradas son analíticas; por eso de aquí se desprende, según un teorema 
ido de la tcoría de funciones analíticas, que estas expresiones se anulan 
en toda la región G. 

Es evidente que el problema de Cauchy para la ecuación (3,2) se puede 
reducir al problema de Cauchy para cl sistema (5,2) del modo señalado 
sin suponer que los coeficientes de la ecuación y las funciones iniciales son 
analíticas, siempre que la región G sea convexa respecto a l, cs decir, 
siempre que la recta paralela al eje £ intersecte la frontera de G a lo sumo 
en dos puntos. 
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En cambio, para condiciones iniciales arbitrarias, el sistema 
(5,2) en cierto sentido es más rico en soluciones que la ecuación 
(3,2), ya que las condiciones iniciales arbitrarias de la solución 
M, Mo, lx, ...; Mn NO tienen que estar vinculadas obligatoriamente 

å u 
por las relaciones m = 24. 


dx 


Problema 1. Demuestre que el problema de Cauchy para 
cualquier sistema (1,2) puede ser reducido al problema de Cauchy 
para un sistema de primer orden de la forma (1,2). 


Problema 2. Demuestre que el problema de Cauchy para 
un sistema no lincal de primer orden de la forma (1,2) puede 
ser reducido, mediante la derivación de las ecuaciones del sistema 
y mediante la introducción de nuevas funciones incógnitas y 
«cuaciones complementarias, al problema de Cauchy para un sis- 
tema casilineal de ecuaciones de primer orden, es decir, para un 
sistema lineal respecto a todas las derivadas. 


4. Por lo tanto el problema de Cauchy para la ecuación de 
segundo orden (3,2) se redujo al problema de Cauchy para el 
sistema lineal (5,2) de primer orden. Del mismo modo se puede 
reducir cualquier sistema de la forma (1,2) a un sistema de 
ecuaciones de primer orden resuelto para las derivadas respecto 
a t de todas las funciones incógnitas. Por eso, el teorema de 
Kovalevskaya para un sistema lineal arbitrario que puede ser 
planteado en la forma (1,2) queda demostrado, si lo demostramos 
para un sistema lineal arbitrario de primer orden de la forma 


É 
ĝi ð 
S SE Peth a (92) 


jmi k=1 j= 


(i = 1,2, ..., N) 
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con coeficientes analíticos para las condiciones iniciales analíticas 
arbitrarias 


15 (0, An 000, 41m) = QuE To 000) a (10,2) 
(i=12...,N). 


El caso de cualesquiera funciones analíticas y, se reduce fácil- 
mente al caso en el cual todas las 


Quilt -oas Fa) = 0, 


Para esto en lugar de las funciones incógnitas anteriores 
Mi (t, Xx, «++, Xa) introduciremos nuevas funciones incógnitas 


Ol Er. En) = 04d. TEE Xn) — Gil as +++, m0). (11,2) 


Las funciones v, satisfacen el sistema de ecuaciones: 


+(0+ ES P+D nm). can 


j= ka 


análogo al sistema (9,2), y a las condiciones iniciales 


00, y r, = 0. (13,2) 


Ps 


Habiendo demostrado la existencia de la solución del problema 
de Cauchy para el sistema (12,2) con condiciones iniciales nulas, 
demostraremos también que el problema inicial tiene soleción. 
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Para abreviar las denotaciones, consideraremos que las fun- 
ciones u; (t, #1,» -, #a) satisfacen las condiciones iniciales 


(O, dy -oa Fa) =0. (14,2) 


5. Demostremos primeramente la unicidad de la solución del 
problema de Cauchy para el sistema (9,2) con las condiciones 
iniciales (14,2), en la clase de funciones analíticas, en una vecin- 
dad del punto O de coordenadas t = 0, 1, = 0, ..., £a = 0; es 
decir, demostremos que en ninguna vecindad de este punto existen 
dos soluciones analíticas distintas del sistema (9,2) que satisfagan 
para t = 0 las mismas condiciones iniciales (14,2). Las funciones 
u(t, A, 45), analíticas en una vecindad del origen de coor- 
denadas, se descomponen en series de potencias de t, 41, ..., £n 

x 


de 
del desarrollo de la función u(t, £a, ---, 24) es 


en una vecindad del origen. El cofeiciente aj, .. 


to 


1 er 
Bolh! >> n! N DEGA.. Otn 


La unicidad de la solución del problema de Cauchy quedará 
demostrada si comprobamos que las condiciones iniciales (14,2) 
determinan de un modo único los coeficientes del desarrollo de 
las funciones 4;, que satisfacen el sistema (9,2), en series de 
potencias de t, xı, ..., X'n, O lo que es lo mismo, si demostramos 
que estas condiciones determinan de una manera única los valores 
de todas las derivadas de w; en el punto O de coordenadas 
0. Determinaremos ‘estas derivadas 
sucesivamente. Las condiciones iniciales determinan de una ma- 


bon =... => 
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nera única los valores, en el punto O, de todas las derivadas de 


la forma 
us 
15,2 
E a do. mA 


s0 
Todas estas derivadas son iguales a cero, ya que las identidades 
(14,2) se pueden derivar respecto a Xy, fe, «>. £w Supongamos 
que existe una solución del problema de Cauchy. Sustituyamos 
en las ecuaciones (9,2) 11, por las funciones que constituyen esta 
solución. Derivemos todas las identidades obtenidas k, veces res- 
pecto a Xi, kẹ veces respecto a Ya, kna veces respecto a Xn 
Entonces en los miembros izquierd obtienen derivadas de la 
forma 


ÓN 
a (16,2) 
y en los derechos, las derivadas respecto a xj te «001 n de 


las funciones incógnitas y de los cocficientes de la ecuación, es 
decir, cantidades determinadas univocamente en el punto O por 
las ecuaciones y las condiciones iniciales. Las identidades obte- 
nidas determinan en el punto O los valores de las derivadas de 
la forma (16,2) (una derivación respecto a t). 

Derivemos cada una de las identidades (9,2) una vez respecto 
a t, k, veces respecto a vi, ..., ka veces respecto a tn. Entonces, 
en los miembros derechos se obtienen expresiones formadas por 
derivadas de w; de la forma (16,2) y (15,2) y por las derivadas 
de los coeficientes a, b,, y c, En los miembros izquierdos, 


se obtienen derivadas de la forma 
Du 


orori... data (7,2) 
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(dos derivaciones respecto a f). Como que ya hemos demos- 
trado que las derivadas de la forma (16,2) y (15,2) quedan 
determinadas univocamente en el punto O por las ecuaciones (9,2) 
y las condiciones iniciales (14,2), de aquí se deduce que todas 
las derivadas (17,2) quedan determinadas univocamente en el 
punto O. Continuando este proceso, comprobaremos de ese modo, 
que todas las derivadas de u; quedan determinadas en el punto O 
de una manera única por las ecuaciones (9,2) y las condiciones 
iniciales (14,2). Pero los valores de todas las derivadas de la 
función analítica w(t, xu ..., Xu) en el punto fijo O determinan 
univocamente los valores de los coeficientes de la serie de poten- 
cias de l, 41, ..., Xa que es el desarrollo de esta función en una 
vecindad de O y, por eso, determinan los valores de esta misma 
función en la vecindad del punto O. Por lo tanto, las dos solu- 
ciones analíticas del sistema (9,2) con las mismas condiciones 
inicíales (14,2) y en cierta vecindad del origen de coordenadas 
coinciden necesariamente. Con esto queda demostrada la unici- 
dad de la solución del problema de Cauchy para cl sistema (9,2) 
en la clase de funciones analíticas. 


6. En el subepigrafe 5 hemos demostrado que las condiciones 
iniciales determinan los coeficientes del desarrollo de las fun- 
ciones x; en series de potencias de £, £i, ..., a. Para la demos- 
tración de la existencia de la solución del problema de Cauchy 
es-suficiente demostrar que las series de potencias con los coefi- 
cientes determinados en el subepigrafe 5 convergen en la vecindad 
del punto O. En efecto, si estas series convergen, las funciones 
analíticas u(t, 4, ..., £n) representadas por éstas, son iguales a 
cero en el punto O al igual que todas sus derivadas parciales 
respecto A 1, Ya, ..., Xp [véase (15,2)]. -Por consiguiente, son 
idénticamente nulas respecto a +1, £e, ..., Y Para f = 0 y, por 
eso, estas funciones satisfacen las condiciones iniciales (14,2). 
Además, satisfacen el sistema (9,2). En efecto, por la construc- 
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ción misma de estas funciones, en el punto O, los miembros iz- 
quierdos de las ecuaciones (9,2) y todas sus derivadas respecto a 
Li Xi...) m Si sustituimos en los mismos las u; determinadas 
de ese modo, toman el mismo valor que los miembros derechos 
y sus derivadas correspondientes en el propio punto O; por con- 
siguiente, los miembros izquierdos de las ecuaciones son idénticos 
a los derechos, en cierta vecindad del origen de coordenadas, 


Para demostrar la convergencia de las series potenciales que 
hemos obtenido para las funciones w;, utilizaremos el método de 
las mayorantes. 


7. Se lama mayorante (o función mayorante) de una fun- 
ción analítica 9 (f, x=...) xn) en cierta vecindad del punto 
(0, 2%, ..., 29), a toda función analitica Y(l, #3, ..., 45m) en 
esta vecindad para la cual todos los coeficientes de su desarrollo 
en serie de potencias respecto a (1,7, — 3}, «4, —% 


son positivos o iguales a cero y no menores que los valores abso- 
lutos de los cocficientes correspondientes del desarrollo de la 
función q (1, Vi +. ., im). 


Traslademos el origen de coordenadas al punto (1), 4%, ..., 19) 
y construyamos para la función analítica q (f, 45, ..., va) en la 
vecindad del origen. de coordenadas, una mayorante de forma 
especial que utilizaremos en lo que sigue. 


Sea 


La serie del miembro derecho converge absolutamente en cierto 
punto 


t= 00 Xi = ün ..-,%n = Gp, donde todos los |a; | > 0. 


36 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


Entonces existe un número positivo M tal que para todos los 
Ro, Ra, ».., Ry enteros y no negativos 


[Cry a ata... de | < M. 


Por consiguiente, para todos los ko, kı, . . ., kn, se tiene 


M 


ARAS Jajja a] [a] 


Por eso, la función 


E as ST (O 
AAC 


2. a (192) 


E 


es mayorante para la función q (t, Xi, ..., £n). 


Se puede señalar otro modo de construcción de una serie ma- 
yorante. Así, por ejemplo, para la función q (f, z ..., £n), 
representada por la serie (18,2), también será mayorante la 
función 


donde a = min (|a|, la;|,..., lan), a; 40 (i=0,1,...,1n) y 
(Gp, 61, «+. , n) es un punto de convergencia de la serie (18,2). 
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En efecto, para |t] + lx] +... + [xa] < a, esta función 
se desarrolla en la serie 


ppp 


a 
Si = k! 
= M — —— o. 
> a ER ATAN 
T ei 
(20,2) 
pero 
CA | 1 
TATI 


es decir, los coeficientes de nuestra serie son positivos y no me- 
nores que los coeficientes correspondientes de la serie (19,2). 
Por lo tanto, la función (20,2) también es mayorante para la 
función (18,2). 

“Exactamente del mismo modo, para la función q (1, 41, ....., %n) 
la mayorante es 


it s E Ent. + 1) 
M z 


E e 
a 


yq —— 


a (21,2) 
donde a tiene el valor anterior, y 0 < a < 1. 


k=0 


, 
Si desarrollamos de nuevo (Ha mE +a) apo 
A 


tencias de t, £,,..., Yn, obtendremos una serie cuyos coeficientes 
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son positivos y mayores que los coeficientes correspondientes del 
desarrollo en potencias de £, zı, ..., xa de la función (20,2) ; ya 
que los coeficientes de la primera de estas series se obtienen de 
los coeficientes correspondientes de la segunda serie multiplicando 


Ika 
por (F) dondo < a< i 


Observación 1. Supongamos que la serie potencial 


En 001 2m) = E PAN E E 
oo ms Ea, 
converge para [2] < dı +8,..., [2] $ dm + 8, donde s > 0 
es un número, Supongamos que M* es cl valor mayor del módulo 


de la función q (2,, ..., Zm), cuando z, +.» Zm toman valores 
reales y complejos que satisfacen las condiciones 


la| < du ..., [mi] S da. 


Se puede demostrar (véase V. I- Smirnov, Curso de matem: 
superior, tomo 3, parte 2, n.83, Fizmatguiz, 1958), que la función 


E 


es mayorante para la función y (si, ..., Zm). De aquí se deduce 
que la función 


Me 
Bitt.. H m 
1 PAE 


donde d = min (dı, ..., dm), también es mayorante para 
9 (81)... Zm). 
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8. Pasemos ahora a la demostración de la existencia de la 
solución de Cauchy. para el sistema (9,2) con las condiciones 
iniciales (14,2); llamémosla “problema 1” y al sistema (9,2) 
“sistema 1”. 

Supongamos que de algún modo hemos mayorado los coefi- 
cientes del sistema y los datos iniciales de Cauchy. Obtendremos 
un nuevo sistema y un nuevo problema de Cauchy (llamémoslos, 
respectivamente, “Sistema 2” y “problema 2”). Demostremos que 
la solución analítica del “problema 2” es mayorante para la solu- 
ción analítica del “problema 1”. Si la solución del “problema 1” 
se representa en la vecindad del origen por la serie de potencias 


mu = a o, Pat ia (222) 
y la solución del “proble 


Ui = y Ala, Phe o at 


¡a 2” por la serie 


(23,2) 


debemos demostrar la siguiente desigualdad entre los coeficientes 


i s 
Jaker] S Ainea (242) 

Para el caso ko = 0, estas desigualdades se desprenden direc- 
tamente de que los datos iniciales del “problema 2” mayoran los 
datos iniciales del “problema 1”. Para el caso kọ > 0, los coefi- 


i 7 o ; 
cientes af, r, „kpo Y respectivamente -fip » x, se obtienen 


mediante la suma y el producto de los coeficientes a, respecti- 
vamente 4t, de menor subindice ko; y de los valores en el punto 
O de los coeficientes del sistema 1, respectivamente del sistema 2, 
y de las derivadas de estos coeficientes. Por eso, es fácil com- 
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probar que si para ko < k son ciertas las desigualdades (24,2), 
también lo serán para k, k. Es decir, son ciertas para todos los 
coeficientes de los desarrollos (22,2) y (23,2). 

Por consiguiente, si el “problema 2” tiene solución [converge 
la serie (23,2) ], el “problema 1” también tiene solución [converge 
la serie (22,2)]. Pero el “problema 2” puede construirse muy 
arbitrariamente, ya que podemos escoger de distintas maneras los 
mayorantes de los coeficientes y los datos iniciales del “problema 
1”, Construyamos el “problema 2” de modo tan simple, que su 
solución se pueda encontrar directamente. Para esto escojamos 
los números M > 0, a > 0 de manera que la función 


M 
tio Hrn 


-a 


L= 


para 0 < a < 1, sea mayorante para todos los coeficientes del 
sistema excepto los términos independientes. Para estos últimos 
tomaremos una mayorante común de la forma 


M, š 
E 
e NS 
PEPE SA 
a 


Esto se puede hacer, ya que una mayorante de esa forma existe 
para cada cocficiente y para construir la mayorante común debe- 
mos atribuir a los números M y M, cl valor mayor, y para el 
número a el menor, de todos los valores correspondientes a los 


5 La posibilidad de escoger M, independientemente de M será útil en lo 
sucesivo (compárase con la observación 2 al final del epígrafe presente). 
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distintos coeficientes. Habiendo escogido de ese modo los números 
M, M; y a, escribamos el sistema mayorante en la forma 


g- ote) 


Lha e TETT 


1 a e (25,2) 
donde el número a, O < a < 1, lo escogeremos más tarde, y 
Mı 
m=. 
M 


Sin fijar aún los datos iniciales buscamos una solución del 
sistema en la forma 


Uil, o -e.s 40) = Volt £u + 
a. = Uy(h, u 20.1 10) = U(t, u + 40) = 


La) m... 


= u($+a+ >. +10) = Ula), 


donde z = + +i +e H Za. Sustituyendo la supuesta solu- 


ción en el sistema (25,2), obtendremos que la función U (2) debe 
satisfacer la ecuación 


do = A( Mi uy NU 26,2 
LGA tU +m) 
wida —. Separando en esta ecuación las varia 


bles tendremos * Ta 
au maá(s)dz 
No = A = B(2) dz. 
Xuypiı > Nadle) 
m a 


42 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


Escojamos ahora el número positivo æ tan pequeño que en una 
vecindad del punto 2 = 0 se cumple que 


5 — NnA(2) > 0. (27,2) 


Entonces B(2) es en esta vecindad una función analítica. 


Demostremos que la solución parcial de la ecuación (26,2) 


z 
X fama 
m 

9 —=1 


U(s)= == m 


nos da la mayorante deseada para la solución del “problema 1”. 
Como las funciones Us(f, Ys 000) 49) = v(= ++ 
tor ES) satisfacen el sistema (25,2), que mayora el sistema 


inicial, entonces para demostrar la afirmación anterior es suficiente 
comprobar que U (z) para t = 0 es desarrollable en serie respecto 
A Xi, Ya, t, Xn con coeficientes positivos, es decir, es mayorante 
del cero idéntico (de los datos iniciales del “problema 1”). 


En efecto, A(s) = —— es una función que tiene 


te 


a 
coeficientes no negativos en su desarrollo según z. Por lo tanto 


_ mA) 
A > 


= maA(2) [1 + aNnA(z). + eNmA (2) + ...] 
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también tiene coeficientes no negativos en su desarrollo según las 
potencias de s. Por eso, 


C(e) 
21 


+ ..., U(z) 


c(a) E f Bezdan, e =t 


también tienen esta propiedad. Entonces, también los coeficientes 
del desarrollo de U (#1 + %2 + <- + 1») en potencias de 
Kir Xa, x.u son no negativos, es decir, U (0, 41, Ya, +-+, Xn) €s 
en realidad una mayorante de cero. Por consiguiente, las funcio- 


nes Us (ts sis +0, 52) = u(t dt 12) son solu- 


ción del “problema 2”. La analiticidad de esta solución se des- 
prende de que U(z), como se ha mostrado más arriba, es desa- 
rrollable en serie de potencias de z y por lo tanto en serie de 
potencias de t, %1, ==>, Xm De aquí, según hemos señalado más 
arriba, se deduce la convergencia de las series potenciales (22,2) 
que representan la solución del problema inicial. 


Con esto termina la demostración del teorema de Kovalevskaya 
para sistemas lineales. 


Observación 2. De la demostración del teorema se ve que 
las series que dan la solución al problema de Cauchy para el 
sistema (9,2) convergen, en todo caso, en la región donde con- 
vergen las series que dan Ía solución del problema mayorante, 
De aquí se deduce que la solución del problema inicial de Cauchy 
para el sistema (9,2) y para las funciones iniciales q, no nece- 
sariamente iguales a cero, existe, en todo caso, en la región 


Al <a lml<e ll <o.>0 
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si los coeficientes del sistema (9,2) y las funciones iniciales eran 
holomorfas en la región 


lI SR |a| <R ((=12...,1. R >0). 


Aquí p y a dependen sólo de R y del número M, pero no dependen 
de ninguna forma de los valores de las funciones iniciales 
q1 (u Ya, -++ Xn) ni de los términos independientes de las ecua- 
ciones, ya que ni æ ni la región de variación de z, donde se verifica 
(27,2), dependen de estos valores. 


Observación 3. Para los sistemas que no son de la forma 
(1,2) el teorema de Kovalevskaya, en general, no es válido como 
lo ilustra el siguiente ejemplo que pertenece a la propia Kova- 
levskaya. Consideremos la ecuación 


du _ de 
A (28,2) 

con la condición inicial 
(0,2) ==> lr i<t (292) 


Es fácil ver que la solución analítica u(t, x) del problema 
(28,2), (29,2), si existe, debe representarse en una vecindad del- 
origen de coordenadas por la serie 


E (2n)! r A 
n! (1 


sin embargo, esta serie diverge en todo punto para £ + 0. 


Problema. Demuéstrese el teorema de Kovalevskaya para 
un sistema casilineal de ecuaciones de primer orden. 
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$ 3. GENERALIZACIÓN DEL PROBLEMA DE CAUCHY. 
CONCEPTO DE CARACTERÍSTICA 


1 Generalización del problema de Cauchy. Sea un 
sistema de N ecuaciones con N funciones incóghitas tin, Uz,..., Uy 


A Duy ae 
P(o e AR =) =0 
Gj =1, 2 ... N). (13) 


Para cada función w; existe el orden mayor n; de las derivadas 
parciales de esta función respecto a las variables independientes 
Xo, Xy +=" Zm que figuran en el sistema (1,3). En la región 
señalada de los puntos (xo, Y1, «=>, 4) se define una superficie 
S, n-dimensional, suficientemente suave, y en cada punto de la 
superficie una linca l no tangente a S y que varía de forma sufi- 
cientemente suave al moverse a lo largo de $, por ejemplo, la 
normal a la superficie. Sobre esta superficie se definen todas las 
funciones w y sus derivadas en la dirección de la línea 1 hasta el 
orden n; — 1. Estas condiciones impuestas a la superficie $ son 
una generalización de las condiciones de Cauchy (de las condicio- 
nes iniciales), consideradas en el epígrafe anterior. Tenemos que 
hallar la solución t, 43, -- +», ty del sistema (1,3) en cierta vecindad 
de la superficie S que satisface las condiciones impuestas a S. 

2. Trataremos de reducir este problema al problema de Cau- 
chy, enunciado en el epigrafe anterior. Para simplificar, nos 
limitaremos primero a considerar, en lugar del sistema (1,3), el 
siguiente sistema lineal: 


(do, Zi oaas %m) 


+ filo ta ¿1 =0 (2,3) 
(i j = 1, 2, ..., N). 
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Hemos escrito aquí sólo los miembros que contienen las derivadas 
más altas de las funciones incógnitas. 

En la vecindad de la superficie S introduciremos nuevas 
coordenadas curvilíneas E,, E, ,-.., E, de manera que la ecuación 
de la superficie S tome la forma E, = 0 y que las líneas Z coinci- 
dan con las líneas coordenadas 


Bi = ên a = Cn ooo Ea = Cp 


Para esto precisemos la suposición sobre el carácter suave de 
la superficie S y de las líneas l. Supongamos que para la superfi- 
cie se pueden introducir los parámetros E, , +.., E, 2 


Zo = zo (Ey... E), 


nn (En... E), 


(3,3) 


£ (u E), 
de manera que el rañgo de la matriz funcional 
dx A 
zri (6=0,1, ...,1; E E 
ES X e 


sea igual a n en cada punto de S, y que los miembros derechos en 
(3,3) sean funciones suficientemente suaves. 


Supongamos que las líneas 1 se definen por las ecuaciones 
paramétricas 


£o = Xo (Eo, En ..., En), 


(43) 


Ka (or En +01 En), 


donde, E, es el parámetro de un punto a lo largo de la línea 1 y 
Ex ++», E, son los parámetros del punto de intersección de / con S$. 
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Además, se supone que los miembros derechos de las ecuaciones 
(4,3) son funciones suficientemente suaves de todos sus argu- 
mentos. 


Respecto al parámetro E, supondremos que al menos una de 
Xi ii 
las derivadas 2x (i = 0, 1, ..., 1) es distinta de cero, y que 


o 
el punto de intersección de la linea / con la superficie S correspon- 
de al valor E, = O (es decir, las ecuaciones (4,3) para E, = 0 
son iguales a las ecuaciones (3,3) de la superficie S). 


Demostremos ahora que el determinante funcional 
Xo ðX: OXa 
ES 
0X, 
dE (5,3) 


0Xo IX 0X, 

Mn Dn T Dn 
es distinto de cero en cierta vecindad de la superficie S. En la 
superficie S, es decir, para Eo = 0, 

Xo IX 0Xa 

Di Obs CCC Dko 


=| 0 l E (6,3) 


CI 
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Las últimas n filas del determinante (6,3) son linealmente 
a a que por suposición el rango de la matriz 


=1,..-, n) es igual 


an. Siel mane (6,3) fuera igual a cero, su primera fila, 
que representa un vector no nulo tangente a /, seria una combina- 
ción lineal de las últimas » filas. Pero esto es imposible, ya que 
las últimas » filas representan vectores situados sobre el hiperpla- 
no tangente a S y las líneas } por suposición no son tangentes a $. 


Por continuidad, el determinante (5,3) es distinto de cero en 
cierta vecindad de S. Por eso, en esta vecindad, E0, E1, ..., En se 
pueden tomar como nuevas coordenadas del punto (+, 41 +=», tn). 

Pasemos a las variables independientes E, , E,, «==, E, en las 
ecuaciones (2,3). En las ecuaciones transformadas nos van a 
interesar principalmente los términos que contienen las derivadas 
de u; respecto a £ de orden superior a n;. Escribiendo sólo estos 
miembros obtendremos 


2” = H) EY Y Š 


Por eso, escribiendo sólo los miembros con las derivadas de mayor 
orden de las funciones 1 respecto a £, en las ecuaciones obtenidas 
de la transformación de las ecuaciones (2,3), tendremos 


s 
A ru 


Alerta Ey. (E a En 


ho», (7,3) 
Uml a ..., N). 
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Para que estas ecuaciones se puedan resolver univocamente 


$ en cierta vecindad de S, siendo arbitrarios los 


respecto a 
y 
demás términos de la ecuación (que no están escritos explícita- 


mente), es necesario y suficiente que en todos los puntos de la 
superficie S el determinante 


| E 


AS 


e 


(j= 1,2, ..., N). 
sea distinto de cero. Entonces, en virtud de la continuidad de los 


coeficientes apr "k y de las derivadas E este determinante 
yA 


también es distinto de cero en cierta vecindad de la superficie $ 
en el espacio (o, Xi, La). 


La ecuación 


Mo oeer dato (8,3) 


(t1j=1,2 ....N) 


se llama ecuación característica del sistema (2,3) ; aquí %o, U1, «<<, an 


son ciertos parámetros para los cuales > at +0. La dirección 


to 


Y setos — ah) =0 


kro 


del hiperplano 
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se llama dirección característica en el punto (+2, 
tema (2,3), si 


La superficie ẹ (xo, Zu +=», £a) = O se llama superficie ca- 
racterística del sistema (2,3) o simplemente característica, si en 
cada punto de esta superficie 


| 2 ARa KM (do u 02 Sa) X 


iý x (22) (2). (Jl e 


y si al menos una de las derivadas E (k =0;1,+.., n) es 
3 
distinta de cero, 


De estas definiciones se deduce que la dirección de cada hiper- 
plano tangente a la superficie característica o, como vamos a decir 
para abreviar, la dirección de la superficie característica es carac- 
terística en todo punto. 


© Debido a que la ecuación (8,3) es homogénea respecto a las incógnitas 
dy Ó, <., 0, estas variables se pueden normar suponiendo, por ejemplo, 
que > “aj = 1, Entonces a, será el coseno del ángulo entre la norma 


k=O 
al hiperplano característico y el eje Orp 
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3. De lo anterior se ve que si la dirección de la superficie S 
de: la cual se trató en el enunciado del problema generalizado de 
Cauchy, no es dirección característica del sistema (2,3) en ningún 
punto, entonces, después de sustituir por E,,5,, <<<, 5 las coor- 
denadas «o, xr, +>>, X», Según se describió en el subepígrafe 2, el 
sistema transformado (7,3) se puede resolver siempre en la ve- 
cindad de la superficie S, respecto a las derivadas de orden 
superior de m, respec da. Se obtiene el sistema 


ti es 1 
Ib ES 
i (93) 


j=L2 o Nik= kt hit o H a Lyi ko < ny). 


Las condiciones definida 
las condiciones 


TA E=0,1,....—1, 
(E) tos EPI qos 


ins 


Por lo tanto, si la superficie $ no tiene dirección caracteristica en 
ningún punto, el problema generalizado de Cauchy se reduce al 
problema anterior de Cauchy. El paso del primero de estos pro- 
blemas al segundo es totalmente reversible: a cada solución sufi- 
cientemente suave? de uno corresponde una única solución suav 
del otro. 


para la superficie $ se convierten en 


o 


Y Es suficiente exigir que las funciones n; tengan derivadas continuas 
hasta el orden n; inclusive, y que las funciones que determinan el cambio 
de coordenadas tengan derivadas coutinuas hasta el orden máx (n,), inclu: 
sive, 


52 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


Pero en el epigrafe anterior se trató de la solución de un 
sistema con coeficientes analíticos y con condiciones iniciales ana- 
liticas. Para que el sistema (9,3) y el problema de Cauchy para 
él 


tisfagan estas exigencias es suficiente que se cumplan Jas 
siguientes condiciones complementarias : 


(a) Los coeficientes del sistema (2,3) son funciones analíticas 
de Xo, ++, Y 


(b) Las funciones v; = Xi (£,,8,,-+:,€,) (1=0,1,...,1) 
son funciones analíticas de sus argumentos. 

La posibilidad de escoger las funciones analíticas X depende 
del carácter de la superficie. S y de la familia de lineas l. Llama- 
remos a la superficie S y a la familia de líneas /, para las cuales 
esto es posible, superficie analítica y familia analítica de líneas, 
respectivamente, 


Si la superficie está dada por la ecuación P(to, 41, s tn) =0, 
es analítica siempre que F(xo, £1, 'n) sea una función analítica 
de sus argumentos y la superficie no tenga puntos singulares 
(puntos donde todas las primicras derivadas de la función F se 
convierten en cero). La familia de las ¡normales a la superficie 
analítica es una familia analítica de líncas. 


(c) Las condiciones iniciales son funciones analíticas de 
Bags E 

De acuerdo con el teorema de Kovalevskaya, podemos decir 
jue al cumplirse las condiciones (a), (b) y (c) el problema 
generalizado de Cauchy tiene siempre solución única, en una 
cierta vecindad de la superficie S, si la superficie no tiene direc- 
ción característica en ningún punto. 
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Si la superficie. S tiene en el punto A una dirección caracte- 
rística, es decir, si en el punto 4 de la superficie 


Eolo...» rm) =0 
se cumple la igualdad 


| 2o ade 


EET ETN 


Ca) 


entonces en la superficie S, en general, no se pueden dar valores 
arbitrarios a las funciones us ni a sus derivadas, si se quiere que 
el problema generalizado de Cauchy tenga solución. En efecto, 
dejemos todos los términos que contengan derivadas de orden s 
respecto a 5, de las funciones w; en los miembros izquierdos de 
las ecuaciones (7,3) y pasemos el resto de los términos a la de- 
recha. Entonces, en virtud de la condición (11,3), en el punto 4, 
existe dependencia lineal entre los miembros izquierdos de las 
ecuaciones obtenidas. Esa misma dependencia linea) debe existir 
también entre los miembros derechos de estas ecuaciones, los cua- 
les se determinan totalmente por los valores dados a las funciones 
us y a sus derivadas, en la superficie S. Esto impone una relación 
determinada a las condiciones iniciales, siempre que la dependen- 
cia lineal exigida entre los miembros derechos de las ecuaciones 
no se cumpla idénticamente para todos los valores en S de las 
funciones us y de sus derivadas. En este último caso, y también , 
en el caso en que las condiciones de Cauchy para la superficie 
característica S estén dadas de tal manera que el sistema tenga 
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solución respecto a las derivadas de orden superior respecto a $o, 
consideradas como funciones de las varigbles independientes 


A E 


(k= y dl iia, 


esa solución puede no ser única en la vecindad del punto A. 


Determinemos, para algunos ejemplos concretos, las direcciones 
características de ecuaciones y de sistemas de ecuaciones, Supon- 
dremos siempre que 


(12,3) 


es decir, a, denota el coseno del ángulo entre el eje Or; y la 
normal al hiperplano de dirección característica. 
Ejemplo 1. Para la ecuación de Laplace 
Du 
T Es 
o 
la relación (8,3) toma la forma 
Etat. H a l= O. 


Teniendo en cuenta (12,3), probemos que la ecuación de Laplace 
no tiene direcciones características reales. 


Ejemplo 2. Para la ecuación de ondas 
Du du a 


mantos 
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la relación (8,3) toma la forma 


¡AA 
—. Es decir, los planos tangentes 


y por cso 23=1; a = 
vž 


a todas las superficies características forman con el eje Oxo un 
ángulo de 45°. Valiéndonos de esta propiedad de Jas superfici 
caracteristicas es fácil imaginar qué forma tienen Jas superficies 
características que pasan por ciertas curvas en el plano 24 = const. 
Por ejemplo, la superficie característica que pasa por una recta 
cualquiera / de este plano, es un plano que pasa por ly que forma 
con el plano o = const. un ángulo de 45”. La superficie caracte- 
rística que pasa por una circunferencia K contenida en el plano 
o = const., es la superficie lateral del cono circular cuyo eje es 
paralelo al eje Ox, y cuyas generatrices forman un ángulo de 
45° con el plano ro = const. o, lo que es lo mismo, con el eje Ox. 


Es fácil ver, que para la Mamada ccuación de ondas, en el 
espacio z dimension: 


son válidos resultados análogos. 


m de la conducción térmica 


din 


Ejemplo 3. Vara la ecua 
du 


do 
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la relación (8,3) toma la forma 
a+... +e=0 
De acuerdo con (12,3) de aquí se deduce que az = 1. Por eso 
los hiperplanos ro = const. son las superficies características. 
Ejemplo 4. Para la ecuación 


du du 
ACTOS n) r + (7, 2d +... 


tee F On (2n ooma =0 


la relación (8,3) toma la forma 


M(E -e-s En) e (Ls oons Fa) H on 
see F On (Xy, 20, Fn) n = 0. 
Por eso, todos los hiperplanos que pasen por el punto (i, -.., Yn) 


y por el vector que sale de este punto y cuyos componentes son 
(ai, ++ «, Gn), tienen en este punto una dirección característica, 


Ejemplo 5. Para los sistemas de ecuaciones con dos va- 
riables independientes 


Y aulas x0 Ed + Y tutos xs) an + 
= 


a 


+ Y omar 13)u =0 
3zi 


E J EZ sea) 
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la relación (8,3) toma la forma 


[ata 1.) + abi; ltu 1.) | = 0. 


Las líneas características serán líneas a lo largo de las cuales 


dx. de 


2_._09 
Òr: Dra 


, es decir, — 


, es igual a una raiz de cualqui 


de la ecuación 


|— taylan 41) + blas xa) | = 


Consideramos aqui que ẹ (4, #2) = const. es la ecuación de 
la línea característica. 


Problema. Demuestre que para una transíormación suave 
no degenerada de las coordenadas, la superficie caracteristica del 
sistema (2,3) se convierte en la superficie característica del 
sistema transiormado, es decir, las caracteristicas son invariantes 
respecto a una transformación no degenerada de las coordenada 


4, Para sistemas no lineales de la forma 


o Muy 
Horn Mr Mp y . = 
ó Yi Fa o 


k=kt bit. t ka S n) 
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La superficie 


(to }=0 (15,3) 


se llama característica para el sistema (13,3) y para la solución 
dada th, tts, ..., Uy de este sistema, si en todo punto de esta 
superficie y para las funciones consideradas s, tis ..., Uy SC 
cumple la siguiente identidad : 


È Fa z} ESEA Y (5 Lý |- 


wa ana A 


Análogamente se definen las direcciones caracteristicas del sistema 
(13,3) en un punto dado del espacio (Ya, «-., +n) para la solución 
dada ts, tín, »-., uy. En el caso de sistemas no lincales, sólo tiene 
sentido hablar de la dirección característica del hiperplano 


Y an —x%)=0 


en el punto dado, si nos referimos a una solución determinada 
lay Ha ..., Uy del sistema (13,3) ya que los coeficientes de la 
ecuación (14,3) dependen, en este caso, en general, de las funcio- 
nes u; y de sus derivadas hasta el orden 14. 


Con un procedimiento análogo al utilizado en el subepígrafe 
anterior se puede demostrar lo siguiente: Supongamos que en 
una superficie analítica están dadas las condiciones de Cauchy y 
supongamos que todas las funciones definidas en esa superficie 
son analíticas. Puesto que después de pasar a las coordenadas 
Ei E,» -ero E, el sistema deja de ser lineal, obtendremos para 
aries 
DE 


un sistema no lineal de ecuaciones; de 
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CLN 


Este sistema tiene, en general, varias soluciones respecto a E 

ze 

i= 1, 2, ..., N, consideradas como funciones de las variables 
4 ps 
independientes E,, ooe; Ely 0005 yo oo opt 

. h , E a 

= D ks S np ko < n (j = 1,2, ..., N). Supongamos que en 

un entorno de la hipersuperficie E, = 0 y para los valores de uy y 

de sus derivadas definidas sobre aquélla hemos escogido para 

Dra 


oki 


analíticas de E, o., Ẹ os 


(= 1, 2, ..., N) un sistema cualquiera de funciones 


Ou 
Pa eee Oa | 
=J k, S 1), <a (j= 1,2, ..., N), que satisface las ec 
Orn 
dka" 
en la superficie $ a partir de las condiciones iniciales del problema 
generalizado de Cauchy definidas en la misma. Volviendo a las 
coordenadas Yo, .. ., Y. obtendremos en la superficie S los valores 
de todas las funciones m; y de todas sus derivadas respecto a 
Ko, ++-, Xp hasta el orden s. Sustituyéndolas por y sus de- 
rivadas en la ecuación (14,3), obtendremos una ecuación total- 
mente determinada para %o, %, ..., %s Por consiguiente, podre- 
mos de ese modo determinar las direcciones características en cada 
punto (£o Aa, -p a) de la superficie S. Supongamos que la 
superficie S no tiene dirección característica en ningún punto. 
Entonces se puede demostrar que el problema generalizado de 
Cauchy, planteado de ese modo para el sistema (13,3), tiene una 
ar 


dko 


ciones de X. De ese modo determinaremos los valores de 


solución analítica única para los valores de seleccionados 


de esta manera en S. 
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$ 4. SOBRE LA UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN DEL 
PROBLEMA DE CAUCHY EN LA CLASE 
DE FUNCIONES NO ANALÍTICAS 


1. Del teorema de Kovalevskaya se deducen la existencia y la 
unicidad de la solución del problema de Cauchy en la clase de 
funciones analíticas, si las condiciones analíticas de Cauchy se 
dan en una superficie analítica S, que no tiene dirección carac- 
terística en ningún punto. De los razonamientos realizados en los 
$$ 2 y 3 se deduce que si todas las funciones que figuran en las 
ecuaciones dad: en las condiciones iniciales toman valores reales 
para valores reales de los argumentos, las soluciones del problema 
de Cauchy también serán reales. Surge la cuestión: ¿No habrá 
en este caso otras soluciones del problema de Cauchy que la sotu- 
ción analítica de Kovalevskaya? Para que un sistema de fun- 
ciones (uy, ..., uy) sea solución del problema de Cauchy no es 
necesario exigir, en el caso real, que todas las funciones m sean 
analíticas y, además, es suficiente que tengan derivadas de los 
órdenes que figuran en las ecuaciones consideradas, A pesar de 
los esfuerzos de muchos matemáticos destacados, esta cuestión 
hasta ahora no ha sido resuelta. 

En 1901 Holmgren demostró la unicidad de la solución del 
problema de Cauchy para las condiciones iniciales (10,3) y los 
sistemas de ecuaciones lineales de la forma (9,3) con coeficientes 
analíticos, en la clase de funciones con derivadas continuas de 
todos los órdenes que figuran en el sistema considerado. 

Hagamos la demostración de este teorema, 

Para simplificar la exposición, supondremos que el número de 
variables independientes es igual a dos, aunque la misma demostra- 
ción, en esencia, es aplicable a cualquier número de variables 
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independientes. Supongamos también que el sistema considerado 
es de primer orden. De acuerdo con lo dicho en el $ 2 el caso 


A ~ r 5 A 
general se reduce a éste. Sean'x e y las variables independientes 
y supongamos, primeramente, que el problema de Cauchy se 


plantea para el tramo de la recta Y = 0 que contiene el origen de 
coordenadas. 


Es decir, consideramos el sistema de ecuaciones 


2, Ea n D BEG) aA 


(i=12. 


>”) 


y las condiciones iniciales 


(0, y) = g(y). (24) 


Ais Bij, Cs son funciones analíticas de sus argumentos en cierta 
vecindad del origen de coordenadas. Supongamos que en un 
entorno del origen de coordenadas hay dos soluciones del sistema 
(1,4) que satisfacen las mismas condiciones iniciales (2,4) y que 
constan de las funciones z, ...., Za (primera solución) y 2, ...Za 
(segunda solución), cuyas primeras derivadas parciales son con- 
tínuas. Es necesario demostrar que estas soluciones son iguales en 
cierta vecindad del origen de coordenadas. 


Supongamos que 


nnu (i 
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Entonces, todas las w; son, en un entorno de O, funciones deri- 
vables que satisfacen las ecuaciones 


E » E Te 
5 =) as (e, DED rn G= 


ES 


y las condiciones iniciales 
mO, y) =0 (i= 1,2, .. n). 
Demostremos que todas las m, == O en un entorno del punto 


O (0,0). Introduzcamos en lugar de % lá nueva variable indepen- 
diente 


r=r+y 
y consideremos 


mfe, y) =n, y) = mle — y, y) (i=12...,1)- 


Entonces las funciones #; verificarán cl sistema de ecuaciones 


du 2 Y an 3y) OS 9,9) E. 


Jus 


+) weru GA 
Ja 
o bien, despejando en este sistema las derivadas respecto a x € 
introduciendo nuevas notaciones, obtendremos 
a 


2 uen AD 


ren ja 


G= 1,2, ..., 8). 
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(La posibilidad de despejar en el sistema (3,4) las derivadas 
indicadas se deduce del hecho de que el determinante del sistema 
no puede ser cero en un entorno del origen de coordenadas O 
del plano (x, y). ¡Compruébese!) Los coeficientes aj; y bi, son 
analíticos en un entorno del punto O. Las funciones w son deri- 
vables en un entorno de O y se anulan en la parábola ° = s. 
Demostraremos que todas las w; = 0 en un entorno de O para 


+ > y. Con esto quedará probado que todas las w; = 0 en un 
entorno de O para ¥ > 0. El caso Y < 0 se reduce al caso 


r>0 sustituyendo x por =x. 

Tracemos la recta v = a (a > 0; fig. 1) y denotemos con 
Ha la región comprendida entre el segmento la de esta recta y la 
parte K de la parábola y? = x. Si a es suficientemente pequeño, 
todas las funciones w; son continuas al igual que sus derivadas 
parciales de primer orden, incluso hasta la frontera Ha. (decimos 
que una función definida en la región // es continua incluso 
hasta la frontera H* de esta región, si se puede extender la 
función a J/* de manera que la función obtenida sea continua 
en H + H*). 

Denotemos, para abreviar, 


tt a 


(1) 
in in 
=L2 0.8) sy 
Gi(v) = 
E y e + e 


Fig. 1 


G=1L,2 .:c 0): 
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Supongamos que en Ha se tienen dos funciones u; y v; continuas 


incluso hasta la frontera Ha, al igual que sus primeras derivadas 
parciales, Entonces, la integración por partes da 


ME [mFru), + u6do)1) de dy = 
= [PER e a 4 


CARET Izi 


= =f E uwdy + J $ uvdy+ f SS auujude, (54) 


LARET LAR TEETEI 


donde el contorno que limita a Ha (es decir, Ka + la), se recorre 
en la dirección pos Si, en particular, u; es el sistema de 
soluciones de las ecuaciones (4,4) determinado anteriormente y 
si el sistema de funciones v,, ..., Y, satisface las ecuaciones 


Gio =0 (i=1. n), (6,4) 


entonces de (5,4) se obtiene 


” 


T Y moid =0. (74) 


Recurramos ahora a algunos resultados obtenidos al realizar 
la demostración del teorema de Kovalevskaya para un sistema de 
ecuaciones lineales. Utilicemos las observaciones 1 y 2 del $ 2 y 
resolvamos el sistema de ecuaciones (6,4) en un entorno del punto 
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(a, 0), tomando como condiciones iniciales para: l, todos los sis- 
temas posibles de polinomios. La constante M puede ser tomada 
igual a la constante M*, definida en la observación 1 del $ 2 y 
común para todos los puntos (a, 0). Entonces, en virtud de la 
observación 2 del $ 2, podemos afirmar que, si a es suficiente- 
mente pequeño, todas las funciones que constituyen la. solución 
del sistema (6,4) y verifican las condiciones iniciales establecidas, 
son, desde luego, definidas y avaliticas en Ha y, por consiguiente 
son continuas incluso hasta la frontera Z/a al igual que sus deri- 
vadas parcial 

De modo que la igualdad (7,4) se verifica si 0 < a < ar (4 
es un número positivo fijo) y todas las v; son polinomios cuales- 
quiera. Fijemos un a que cumpla esta condición y sea sa la longitud 
del segmento la. Según el conocido teorema de We ss, para 
cualquier e > 0 existe un sistema de polinomios v; (i 
tales que en todos los puntos de lą se tiene 


[i—w<e (i=1, ...,1). (8,4) 


De acuerdo con las fórmulas (7,4) y (8,4), 


[us = 


de donde, en virtud de la arbitraricdad de e, obtendremos 


Pro MER 
l 
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es decir, todas las u; = 0 en la, siempre que O < a < ao Con 
esto queda demostrado el teorema de Holmgren. 

Aplicando este teorema y mediante un cambio de variables 
independientes, es fácil demostrar la unicidad de la solución del 
problema generalizado de Cauchy, con las suposiciones anteriores 
respecto al sistema (1,4) y para el caso en que las condiciones 
iniciales se den sobre una línea analítica que no tiene dirección 
característica en ningún punto. Un teorema análogo es válido 
para sistemas lineales con un número mayor de variables inde- 
pendientes, cuarido las condiciones 
superficie analítica S; sólo es necesario que la superficie S no 
tenga dirección característica en ningún punto. De las funciones 
que constituyen la solución se puede exigir que estén definidas 
solamente de un lado de S y que sean continuas, al igual que sus 
derivadas parciales de primer orden, incluso hasta S. Si para 
estas condiciones, dos soluciones son iguales en S, también lo son 
en una vecindad de S$. 


Observación, Se puede describir de una manera más exacta 


la región del plano (+, y ) donde la solución del problema de 
Cauchy para el sistema (1,4) se determina univocamente por las 
condiciones iniciales (región de unicidad). Supongamos que estas 
condiciones iniciales se plantean para el segmento AB del eje 


T = 0 y las soluciones se consideran a la derecha de este ej 
Tracerhos, por los puntos 4 y B y hacia la derecha, las caracte- 
rísticas más próximas al segmento AB. Entonces se puede de- 
mostrar que la región comprendida entre el segmento 4B y estas 
dos características es la región de unicidad de la solución del 
problema de Cauchy. Análogamente se determina la región. de 
unicidad para el caso en que el número de variables independientes 
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es mayor (véanse los $$ 10 y 12, donde el problema de Cauchy 
se resuelve para ecuaciones hiperbólicas). 


2, Después de la demostración del teorema de Holmgren, Hada- 
mard comprobó que el problema de la unicidad, en una vecindad 
de $, de la solución del problema de Cauchy para ecuaciones no 
lineales se reduce fácilmente al problema de la unicidad de la solu- 
ción del problema de Cauchy para ecuaciones lineales con cocficien- 
tes suficientemente suaves pero no necesariamente analíticos. Por 
eso todos los esfuerzos posteriores fueron concentrados en la reso- 
lución de este último problema. En 1938, Carleman lo solucionó 
para un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con dos 
variables independientes. El teorema de Carleman consiste en lo 
siguiente. 


Sea 
E i$ J fits y? T t4 Y Bula, y: = 
da 
EE AEA 94) 


un sistema de ecuaciones, Las funciones 4;,, Bi; están dadas en 


una región cerrada G del semiplano x > 0, adya 
bi < a del eje de las ordenadas; las 41, tienen en 
acotadas hasta el segundo orden inclusive; las Bi; están acotadas 
en G. 

Entonces, la solución (en G) del sistema (9,4) que satisface 
las condiciones 


2:(0, y) = 0 para y | <a (i=1,..., 1) 
y que tiene primeras derivadas continuas respecto axey es 
m G’ (que forma parte de G) adya- 


idénticamente nula en una regi 
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cente al segmento |y| < a. Se supone que en cada punto de G 
todas las raíces del determinante 


[4u — 234, + 
son distintas entre sí, es decir, que en ningún punto de la región G 
hay direcciones características coincidentes. 


Un resultado análogo para sistemas con muchas variables inde- 
pendientes ha sido obtenido últimamente por Calderón.” 


Si las direcciones características coinciden, el problema de 
Cauchy puede no tener solución única; esto lo demostró por 
primera vez A, D. Myshkis (1947). Myshkis consideró el ejem- 
plo del sistema 


du du dv 

a = als y) ay + bx, y) ay’ A 
(10, 

CE 0 BA 

dr = a y) En + da(x, y) ay’ 


que tiene una solución to, vo tal que las funciones to y Yo tienen 
derivadas parciales continuas de todos los órdenes, son iguales a 
cero en la recta ¥ = O, pero son distintas de cero en cualquier 
entorno del origen de coordenadas. Los coeficientes del sistema 
están definidos y son derivables en todo el plano; sus derivadas 


Li=j4 
+ dy = 
047% 


* Calderón, American Journal of Mathematics 80, N° 1 (1958), 
16 - 36, 
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son discontinuas en 0 y para estos valores de + la ecuación 
característica tiene raices iguales, 


En 1954 Plis construyó un nuevo ejemplo de sistema del tipo 
(10,4) que ofrece una solución no trivial del problema de Cauchy 
siendo las condiciones iniciales nulas para x = 0; además, los 
coeficientes del sistema tienen derivadas parciales continuas de 
cualquier orden en todo el plano." 


La unicidad de la solución del problema de Cauchy en la clase 
de funciones suficientemente suaves está demostrada para ecua- 
ciones hiperbólicas y para sistemas hiperbólicos con un número 
arbitrario de variables independientes (sobre esos sistemas habla- 
remos después), así como para una clase amplia de ccuaciones y 
sistemas clípticos (véase $ 5); existe uma amplia bibliografía 
referente a la última cuestión. 


La cuestión que nos interesa sobre la unicidad de la solución 
del problema de Cauchy en la clase de funciones no analíticas, 
pero suficientemente suaves, está relacionada con la posibilidad 
de extender de un modo único la solución suficientemente suave 
(41, ++.» tty) del sistema (13,3), definida en una región real del 
espacio (Xo, ..., a) que se encuentra a un lado de la superficie 
$, suficientemente suave por no tener dirección característica en 
ningún punto. En efecto, al definir las funciones s; de un lado 
de la superficie S y en esta misma superficie, quedan definidos 
los valores en esta superficie de las propias funciones s; y de sus 
derivadas, que figuran en las condiciones de Cauchy. Por lo tanto, 


10 Véase A, D, My 
93-46. 


1 Plis, Bull. Acad. Polon. Sci. 2(1954), 55 - 57. 


bkis, Logros de las ciencias mat. 3 : 2(1948). 
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el problema sobre la extensión de las funciones 1; al otro lado de 
la superficie S se reduce a determinar la solución del problema 
generalizado de Cauchy en la región situada al otro lado de la 
superficie $. Como hemos señalado, el problema sobre la unicidad 
de esta solución no ha sido esclarecido totalmente hasta ahora. 


Del mismo modo, hasta ahora queda sin resolver tl problema 
de la posibilidad de extender de diversas maneras una solución 
real (1, ..., y) suficientemente suave del sistema (13,3), defi- 
nida en una región real del espacio (£o ..., %n), situada a un 
lado de una superficie suficientemente suave $ y sobre esta misma 
superficie, y también en el caso en que esta superficie $ sca 
característica del sistema dado y de la solución dada. Para todas 
Jas ecuaciones que vamos a considerar es siempre posible realizar 


esta extensión de muchas maneras. 


La cuestión de la no unicidad de la extensión de la solución 
del sistema (13,3) más allá de la característica es equivalente a la 
¡cia de más de una solución del problema 
generalizado de Cauchy, si las condiciones de Cauchy, planteadas 
para la característica, son tales que, en general, permiten al menos 
una solución de este tipo. “Hemos visto que para esto las funciones. 
t4 definidas sobre la característica y sus derivadas deben verificar, 
en general, ciertas relaciones. Estas condiciones se cumplen de 
antemano si existen funciones t, ...., tty, que satisfagan las ecua- 
ciones dadas por un lado cualquiera de la característica. 


cuestión de la exister 


Si nos interesamos solamente por las soluciones analíticas, la 
cuestión de la unicidad de lá extensión más allá de la caracteris- 
tica, así como, en general, más allá de cualquier superficie, dada 
en una región de solución (m 4+ 1)-—dimensional, tiene solución 
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siempre en el sentido de que esa extensión es única, ya que una 
¡unción analítica de n + 1 variables independientes queda total- 
mente determinada por sus valores en una región (n + 1)-dimen- 
sional tan pequeña como se quiera. 


3. En el 3 del $ 3 hemos 
cual se definen las condiciones de Cauchy, no tiene dirección 


o que si la superficie S, en la 


característica en ningún punto, estas condiciones de Cauchy con- 
juntamente con las ecuaciones del sistema (7,3) determinan 
univocamente en S los valores de todas las funciones t y de todas 
sus derivadas hasta el orden 15. En cambio, si la superficie S es 


característica en un entorno del punto 4, las condiciones de Cauchy 


e i MEREEN a ss 
definidas en la misma admiten distintos sistemas de valores En 
y 
o 
que pueden satisfacer el sistema (7,3) si admiten al menos un 


an 


sistema de valores del tipo (aquí hemos aceptado que la 
ecuación do = 0 es la ecuación de la superficie 5). Por eso, pueden 
existir funciones tales que satisfagan las ecuaciones (7,3) en 


todos los puntos de una región dentro de la cual hay un trozo de 


4 
je caracterís en esta 


la superfi ica, teniendo las derivadas 


superficie discontinuidades del primer tipo. Al acercarse a $ por 
distintos lados, estas derivadas se aproximan a los distintos valo- 
tes que satisfacen simultáneamente las ecuaciones (7,3) en la 


superficie S. Si la superficie S no fuera característica, las deri- 
Gru 


vadas no podrían tener en la misma discontinuidades del 


S EN DERIVAN 
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Primer tipo, siendo continuos los cocficientes de las ecuaciones 
(7,3) y todas las derivadas de las funciones u; de la forma. 


Dn; 
ES 
ko + ki +... + kn kn, ko <n. 
Para los sistemas no lineales son válidas afirmaciones similares. 


Ejemplo. Consideremos la ecuación 
diu 
-— =0; (11,4) 
dx dy 
para la cual las líneas 
+ = const, y = const. 
son caracteristicas. 
Es 


evidente que toda función de la forma 
u = f(y), 


satisface la ecuación (11,4), donde f(y) es una función cualquiera 
que tiene derivada en todos los puntos. En particular, se puede 
suponer que la función u = f(y) es tal que su segunda derivada 
es continua en todos los puntos a excepción de un punto donde 
tiene discontinuidad de primer tipo, Entonces, obtendremos una 
solución de la ecuación (11,4) cuyas segundas derivadas parciales 
tienen discontinuidad de primer tipo en la característica. 

A continuación nos dedicaremos fundamentalmente al estudio 
de: ecuaciones de segundo orden con un función incógnita o bien 
de sistemas de cualquier orden con un número cualquiera de fun- 
ciones incógnitas, pero con derivadas parciales sólo respecto a dos 
variables independientes. Las ecuaciones mencionadas se pueden 
reducir a una forma “canónica” simple. A esta reducción dedi- 
camos los siguiéntes epígrafes. 
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$ 5. REDUCCIÓN A LA FORMA CANÓNICA EN UN 
PUNTO Y CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES DE 
SEGUNDO ORDEN CON UNA FUNCIÓN INCÓGNITA 


1. Consideremos la ecuación 


i Bi Qu 
DU Aule ena T r: + Ca eer 1) y 


ES 

Y Class 002 20) wA Flu aera) =0 (1,5) 
con una función incógnita u. Consideremos además que Ai; = Aji 
Todas las funciones Ai; Bi, C, F son reales y están determinadas 
en una región G del espacio (+1, «+=, 2a)» 


Hagamos un cambio de variables independientes planteando 


cal de segundo orden 


El = Pi 1i a a 2:51, (2,5) 


En 

donde az; sun ciertas constantes. Suponemos que la transforma- 
ción (2,5) es no degenerada, es decir, que el determinante lari] 
no es igual a cero. Entonces la transformación de ry a Ex es univo- 
ca en ambos sentidos. La ecuación (1,5) respecto a las variables 
independientes Es, En, -- ., En se escribe asi: 


O toato Jas SE 


katra bjen 


(3,5) 


12 Para estar seguros que se puede pasar, aplicando las reglas corrientes, 
de las derivadas respecto a las variebles independientes v; (i = 1, ....1) a 
las derivadas respecto a las variables independientes E, (i = 1 
suficiente suponer que la función w tiene derivadas continuas hu 
gundo orden inclusive. 
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Hemos escrito sólo los miembros de la función incógnita u que 
tienen derivadas de segundo orden. De la igualdad (3,5) se des- 
prende que al realizar el cambio de variables independientes según 
las fórmulas (2,5), los coeficientes de las derivadas de segundo 
orden de u varian de la misma manera que los coeficientes de la 


forma cuadrática 
PR Ausis (4,5) 


cuando se sustituye e por E, según las fórmulas 


Y añ = 


E 


«¿de (5,5) 


Los coeficientes Ai de la fórmula (4,5) se consideran constantes 
e iguales a los valores de los coeficientes Ai (xr, +-+, 45m) de la 
ecuación (1,5) en un punto cualquiera (4%, ..., 4%) de la 
región G. 


En el álgebra se demuestra la existencia de una transformación 
real no degenerada (5,5) que reduce toda forma (4,5) con cocfi- 
cientes reales 4;; a la forma 


m 


2- 2, donde m < n. (65) 


ta 


Existen muchas transformaciones reales no degeneradas (5,5) 
que llevan la forma (4,5) a la forma (6,5), pero el número de 
términos con signos positivos y el número de términos con signos 
negativos de la forma (6,5) está determinado únicamente por la 
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forma (4,5) y no depende de la selección de la transformación no 
degenerada (5,5). (Ley de inercia de las formas cuadráticas).* 


El determinante Aip — Aia] tendrá sólo raices reales. El 
número de términos con signos positivos y el número de términos 
con signos negativos en la forma (6,5) es igual al número de 
raíces 2 posi 
nante, 


as y negativas, respectivamente, de uste determi- 


Si encontramos una transformación (5,5) que lleve la forma 
(4,5) a la forma (6,5), la transformación (2,5), cuya mat 
la traspuesta de la inversa a la matriz (aiz), reducirá la ecuación 
(1,5) a la forma 


es 


n 


du 
Ar ES] n y 
ER al ETS e Ta 


ipa 


Lsii=jS<m 
k 
Aslan a a= O siig josii=j> m 


Hemos señalado aqui sólo los términos con derivadas de orden 
superior de la función u. La forma (7,5) de la ecuación (1,5) se 
llama forma canónica en cl punto (4%, ..., 20). 


Por lo tanto, para cada punto (x°, ..., x2) de la región G se 


: una transformación no degenerada (2,5) de las 


puede indi 


13 Véase A. G. Kurosh, Curso de á 
$27; I. M. Gelfand, Lecciones sobre álgebra lineal, 
p 143 


llgebra super 
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variables independientes que reduce la ecuación (1,5) a la forma 
canónica en este punto. 


-.., 4%) existe una trans- 
formación (2,5) que reduce la ecuación (1,5) a la forma canó- 
nica én este punto; en otros puntos esta transformación puede no 
reducir la ecuación a la forma canónica. Diferentes ejemplos 
permiten afirmar que en el caso en que el número de variables 
independientes es mayor que dos, no existe, hablando en general, 
una transformación lineal con coeficientes constantes de las varia- 
bles independientes, ni ninguna otra transformación no degenerada 
de las variables, que reduzca la ecuación lineal dada de segundo 
orden a la forma canónica, incluso en una región tan pequeña 
como se quiera. En el caso de dos variables independientes existe 
una transformación de este tipo para suposiciones muy generales 
respecto a los coeficientes de la ecuación (1,5), como se demos- 
trará en el siguiente epígrafe. 


La clasificación de las ecuaciones de segundo orden está basada 
en la posibilidad de reducir la ecuación (1,5) a la forma canónica 
en un punto, 


2. La ecuación (1,5) se llama elíptica en el punto (4%, ..., 
19) si en la ecuación (7,5) todos los 4%,(4%, ..., 49) G = 1, 
<.. n) son distintos de cero y tienen un mismo signo. 

La ccuación (1,5) se llama Hiperbólica en el punto (4%, ..-, 
12) si en la ecuación (7,5) todos los 4%, (x°, ..., 49) tienen un 
mismo signo a excepción de un 4*, que tiene el signo contrario, 
siendo además m =-n. 

La ecuación (1,5) se llama ultrahiperbólica en el punto 
(1%, ..., 49), si en la ecuación (7,5) se tiene más de un 
At,(%%, ..., 43) positivo y más de un 41,(4%, ..., 1%) nega- 
tivo, siendo m = 
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La ecuación (1,5) se llama parabólica en sentido amplio en el 
punto (4%, ..., 4%), si entre los 4% (2%, ... 1%) hay algunos 
iguales a cero, es decir, si m < n. 

La ecuación (1,5) se llama parabólica en sentido restringido 
o simplemente parabólica en el punto (x$, ..., +9) si sólo uno 
12) (sca éste 17,), es igual a 
cero mientras que todos los demás 41%, (49, ..., 1%) tienen sig- 


de los coeficientes 4$, (e? 


: z EA 
nos iguales y el coeficiente de ale es distinto de cero. 
a 
La ecuación (1,5) se llama elíptica, hiperbólica, ultrahiperbó 
lica, etc., en toda la región G si es elíptica, hiperbólica, ultrahi- 
perbólica, etc., respectivamente, en cada punto de la región G. 


En las aplicaciones aparecen a veces ecuaciones que en una 
parte G, de la región considerada G son elípticas, y en otra parte 
Gs de la región G son hiperbólicas. Tales ecuaciones se llaman 
ecuaciones de tipo mixto, Un caso particular de estas couaciones 
es la ecuación de T i 


siempre que se considere en una región G que contenga los puntos 
del cje x. ™ 


14 Las ecuaciones de tipo mixto han sido estudiadas por primcra vez en 
los trabajos de Tricomi (véase su libro “Sobre ecuaciones lineales de tipo 
mixto”), Estas ecuaciones despertaron interés especial cuando se encontró 
la relación que tienen con la dinámica de los gases (véase /. 4, Frankl, 
s de la A C de la UR S S, serie matemática 9 (1943), 121 - 143). 
En los últimos años aparecieron muchos trabajos dedicados a ecuaciones de 
tipo mixto (Véase 4, I. Bizadze, Ecuaciones de tipo mixto, Edición de 
la A C de la UR S S, 1939, donde viene una extensa bibliografía). 
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3. Una ecuación no lineal de segundo orden 
as, de os 9 .) =0 


Dan T Brda 
con una función incógnita u se llama, para una solución dada 
u* (£u, +, n), elíptica, hiperbólica o parabólica en sentido amplio 
en el punto (4%, ..., 22% correspondientemente en la región G, 


si la ecuación 
= du 
Arlt 
ES dd ) dx dx) 


donde 


(8,5) 


) 


10%) 


es elíptica, hiperbólica o parabólica en sentido amplio en el punto 
(4%, «+, 4%), correspondientemente en la región G. En el miem- 
bro derecho de (8,5) en lugar de las funciones w y sus derivadas, 
figura la función u*(x,, ..., 4.) y sus derivadas respectivas. 


A continuación vamos a estudiar solamente ecuaciones lineales 
de segundo orden con una función incógnita, que pueden ser clip- 
ticas; hiperbólicas, o bien parabólicas en toda la región. No estu- 
diaremos las ecuaciones ultrahiperbó! ya que estas ecuaciones 
no se encuentran ni en Ja física ni en la técnica. Tampoco vamos 
a estudiar las ecuaciones que son parabólicas en el sentido amplio 
pero no lo son en el sentido restringido. Por eso, al hablar en el 
capítulo 4 de ecuaciones parabólicas nos referiremos solamente a 
ecuaciones parabólicas en sentido restringido. 
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5 6 REDUCCIÓN A LA FORMA CANÓNICA, EN LA 
VECINDAD DE UN PUNTO, DE UNA ECUACIÓN EN 
DERIVADAS PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN 
RESPECTO A DOS VARIABLES INDEPENDIENTES 


1. Consideremos la ecuación 


Du Din a Qu 
AT—+2B Fl x,y, Li=0» 
E GE: ray) 


(1,6) 
donde los coeficientes Æ, B, C son funciones de + « y con deriva- 
das continuas hasta el segundo orden inclusive. Supondremos ane 
A, B, C, no se anulan simultáneamente y que la función «(x, y) 
tiene derivadas continuas hasta el segundo orden inclusive. 
mos de las variables independientes + e y a las variables indepér 
dientes E y m. Sean 


E = Ex, y), 1 = na y) (2,6) 


funciones dos veces derivables y tales que el jacobiano 


oi 0% 
dr dy 
òn on 
ár dy 


no se anula en ningún punto de la región considerada. Entonces, 
el sistema (2,6) se puede resolver univocamente respecto a xr e y 
en una región del plano (E, 1). Las funciones obtenidas x (Ẹ, 1) 


13 En este epígrafe consideramos ecuaciones de tipo más general que las 
que todos los razonamientos que se emplean para reducir a la 
única la ecuación lineal son aplicables también a estas ecuaciones, 
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e y(5, n) son también funciones dos veces derivables. Con las 
nuevas variables independientes, la ecuación (1,6) se escribe así: 


er): 
duos ¡Fon dE dn ddn Hajy 


2 =— B B 
+L arat aray t yat Dy 


+ ls oa) ]+ 


+ (800359) 


Comprobemos que en cierta vecindad G del punto fijo (Xo, Yo) 
las funciones E (+, y), n (x, y) se pueden escoger de modo que 
la ccuación (3,6) tenga la forma canónica en cada punto de esta 
vecindad. Tendremos que investigar por separado los casos si- 
guientes: cuando en el punto considerado B? > AC, B? < AC o 
cuando en cierta vecindad de este punto B? = AC. No considera- 
remos los casos en que la expresión B? — AC cambia de signo 
o se hace idénticamente nula en cualquier vecindad del punto 
escogido. 

2. Consideremos primero el caso en que B? > AC en toda la 
región considerada, es decir, cuando la ecuación (1,6) es hiper- 
bólica (véase la definición en el epígrafe anterior). Podemos 
considerar que en el punto (xo, Jo), en cuya vecindad queremos 
reducir la ecuación (1,6) a la forma canónica, o bien A 4 0, o 
bien C 34 0. En caso contrario, podríamos obligar a que así sca 
introduciendo las nuevas variables : i 


r=r+y, 
ysr —y. 


0. (36) 
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Consideremos la ecuación 


att ela) 


Sea A 74 0. Puesto que B? — AC > O, la ecuación (4,6) puede 
ser escrita en la forma 


=0. (4,6) 


LE- (sE 10% ]x 


dx 


y, por eso, las soluciones de cada una de las ecuaciones 


x [a a+ VB AC 


fia 
(5,6) 
e _, TR, Oe 
A NE = 
a T PSY 40 y 


satisfacen la ecuación (4,6). 


Definamos las funciones g; (x, y) (i = 1, 2) como las solucio- 
nes de las ecuaciones (5,6) que toman valores dados en las líncas 
h (i = 1, 2) que pasan por el punto (xo, yo) y que no son tan- 
gentes en ningún punto a las características de la ión corres- 
pondiente.!* Si las lineas l; y los valores que en las mismas toman 


16 Véase el $ 53 de mis “Lecciones sobre la teoría de las ecuaciones dife 
renciales ordinarias”, edic Llamo la atención sobre el hecho de 
que en el caso de dos variables independientes la definición de caracteris- 
tica que hemos darlo en el $ 3 del presente libro coincide con la definición 
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las funciones q, se escogen suficientemente suaves, obtendremos 
unas soluciones ps(«, y) (i = 1, 2) que tienen derivadas conti- 
nuas respecto a + e y hasta el segundo orden inclusive. Si supone- 
mos además que los valores iniciales de p;(x, y) en l se escogen 
de manera que la derivada de q; en la dirección de l; no se anule 
en el punto (xo, Yo), las derivadas parciales de la función q;(x, y) 
respecto a x e y no pueden anularse simultáneamente en ese punto 
(en caso contrario, la derivada en este punto sería igual a cero en 
cualquier dirección). 

Como que 4 + 0, de las ecuaciones (5,6) se desprende que 


29% mo 0 y DE pá Q en la: vecindad del punto (xa yu) y que 
dy dy 
dd BV AC 
TS 
Jø —B+ VEA 
dy A A il 


En virtud de la condición B? — AC + 0, tenemos: 
Da dr ðr d 


dr ay dr ay 


De aquí se inficre que el jacobiano 


(6,6) 


de característica que viene en el $ 53 de mis “Lecciones sobre la teoría 
de las ecuaciones diferenciales ordinarias”, Pero, en el caso de un número 
mayor de variables independientes, estas dos definiciones son totalmente 
distintas. 
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es distinto de cero en cierta vecindad G del punto (Yo, yo). Por 
eso, en esta vecindad, podemos tomar en las igualdades (2,6) 


E 


1l 


Ela y) = a(s, y), 
(7,6) 
a = alr, y) = qua, y). 
En el miembro izquicrdo de (3,6) desaparecen entonces los 
términos que contienen Du y gue ¿Le f! 
4 s que contiene: y 
0%" 0 0%0n 
distinto de cero en toda la región considerada G; en el caso con- 
trario, al pasar de las coordenadas” (x, y) a las coordenadas 
(E, n), el orden de la ecuación se reduce; por consiguiente, al 
pasar de las coordenadas (¿, 1) a las coordenadas (+, y) el orden 
de la ecuación en un punto de la región aumenta, lo cual, como 
es evidente no puede suceder. 


El coeficiente de 


Dividiendo la ecuación (3,6) por el coeficiente de Z, en- 
contraremos que 
du E ( du 20) 
= Fhinn E 86 
Em AP Eo 185 


en la vecindad G del punto (xo, yo). Esta forma de la ecuación 
también se llama canónica. 


Haciendo E = a + P y n = a — B, reduciremos la ecuación 
(8,6) a la forma 

yr du du 

de op ða’ of 

Después de reducir una ecuación hiperbólica a la forma canó- 


nica (8,6), se puede a veces integrar en forma cerrada, es decir, 
hallar unå fórmula que dé todas las soluciones de esta ecuación. 


2 = o(s, Bu, (9,6) 
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Ejemplo 1, La ecuación 


mediante el cambio de variables 


_ oa] 


KS 


se reduce a la forma 


(10,6) 


(11,6) 


Denotando Ea mediante v, obtendremos * = 0, es decir, 


FS 


v = f(n), donde f es una función arbitraria de y. Considerando 


en la ecuación 


du 
Fmi fin) 


$ como un parámetro e integrando esta ecuación, obtendremos : 


u= fi) en +00) 
o bien 


u=) + Y(m) = elr + y) + ur — y), 


(126) 


donde y y y son funciones arbitrarias dos veces derivables. 


Ejemplo 2. Si en la ecuación 


Du 1 qu 
ES 0 
ddn don sado: 


(13,6) 
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tomamos 


wy 
dm 


tendremos 


Esta ecuación se integra fácilmente separando las variables. 
Puesto que y figura en v como parámetro, la constante de inte- 
gración será una función de este parámetro. Obtendremos: 


1 


n |v! => In [8] + In |C) | 
o bien 
v=% = cm) VIEI 
donde 
u = Cla) VTE] + CA). 
Aquí 


Cam) =i C(n) de 


es una función de «y arbitraria [ya que es arbitraria C(m)] y 
derivable, mientras que C2(E) es una función arbitraria de £. 


3. Si 
B= AC 


en toda la región considerada, la ecuación (1,6) es parabólica en 
esa región (véase la definición en el epígrafe anterior). Supone- 
mos que en la región considerada los coeficientes A, B, C de la 
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ecuación (1,6) no se anulan simultáneamente. En virtud de la 
condición B* = AC, de la suposición anterior se deduce que en 
cada punto de esta región uno de los coeficientes, A o C, es distinto 
de cero. Sea, por ejemplo, 4 > O en el punto considerado 
(to, Yo). Entonces, ambas ecuaciones (5,6) son iguales y se con- 
vierten en la ecuación 


(14,6) 


Puesto que B? = AC toda solución de Ja ecuación (14,6) satisface 
también la ecuación 


BË +c =o. (15,6) 


Podemos, como en el subepígrafe anterior, determinar una 
solución q (x, y) de la ecuación (14,6) de modo que la función 
q (x, y) tenga derivadas continuas de segundo orden y que sus 
primeras derivadas no se anulen simultáneamente en una vecindad 
G del punto (xo, yo). Podemos además considerar que A 4 O en 
toda la región G. 


Sea 
Y(x, y) = const. 


una familia de curvas en la región G tal que la función Y(x, y) 
tiene derivadas continuas de segundo orden y que el jacobiano 


de de 
dx dy 
dy dY 
dx dy 


(16,6) 
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no se anula en ningún punto de la región G. (Como que en G 
A 40 y, por consiguiente, E 0, se puede tomar, por ejemplo, 
Y(x, y) = x). Pongamos en las fórmulas (2,6). 


5 = g(r, y) y n= y(r, y). 


Entonces el coeficiente de > en lz ecuación (3,6) se anula. 
IEEE E 
El coeficiente EEN 
à 
( 4% ga AS zya, 
ðr 0 


De acuerdo con (14,6) y (15,6), este último también es idéntica- 
mente nulo en la región G. 


žu 


El coeficiente de 9 z en la ecuación (3,6) se convierte en 


(e) rra) - 


Esta expresión es distinta de cero, ya que, en el caso con 
en virtud de (14,6), el jacobiano (16,6) se anularía en la re 
Por eso, la ecuación (3,6) se puede dividir por este coeficiente. 
Haciendo la división obtendremos 


Du r u Qu 
5g =Ff(8n.%,—). 17,6. 

do, ( ME ) pr 
La ecuación (17,6) tiene forma canónica en la región G de acuer- 
do con la definición dada en el $ 5. 


B 
ðr + oy 


4 ey, 
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Si la ecuación (1,6) es lineal, la ecuación (17,6) también lo 
será. Supongamos que es de la forma 
D'u du Qu 
L = A+ Br + Cu + D. 18,6) 
D ER + E + + D: ( 
Se puede simplificar esta ecuación introduciendo en lugar de 44 
una nueva función z. Pongamos 
“=>, 


donde v(E, 9) es una función de E y n, que definiremos más tar- 
de, Entonces la ecuación (18,6) se convierte en la ecuación 
dz ¿0 de _ dz dz 


—= = w> + C: Dı. (196 
e? an m 10H + Cos + (19,6) 


Hemos escrito explícitamente sólo los términos que contienen deri- 
vadas de z, los términos que contienen la propia función g los he» 
mos incluidos en Ca, Escojamos la función v(E, mn) de manera que 


en la ecuación (19,6) desaparezca la derivada z. Igualando a 


cero el coeficiente de z, obtendremos 


E 4 Cst Das (20,6) 


donde Cs = E, D: = », vl, q) = eb $9 (t vá 


4. Consideremos, finalmente, el caso en que 


AC >B 
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en todos los puntos de la región considerada, es decir, el caso en 
que la ecuación (1,6), es elíptica en esta región (véase la defini- 
ción en el $ 5). Supongamos ahora que todos los coeficientes 
A, B y C son funciones analíticas de x e y. Entonces los coefi- 
cientes de las ecuaciones (5,6) también son funciones analíticas 
de x c y. 


Sea 
alx, y) = Pa y) + ¡eta y) 


una solución analítica de la primera de las ecuaciones (5,6) en la 


de 


vecindad del punto (xa, yo)" y sea B + | | 0 en esta 


oy 
vecindad, 
Pongamos en las igualdades (2,6) 
E= (x, y) y 0-9 y). (21,6) 
Las ecuaciones (21,6) se pueden resolver respecto a x e y, ya que 
el jacobiano 
aa 


ðr 0y 
an an 
dx dy 


(22,6) 


17 En cierta vecindad de cualquier punto (Te, Yẹ) de la región conside- 

rada, se puede encontrar una solución analítica p(x,y) de la ecuación (5,6) 
P 9 

tal que en esa vecindad ar. y de. no se anulen simultáneamente, Esto se 
z y 

puede hacer, de acuerdo con el teorema de Kovglevskaya, definiendo para 

4 = 5, los valores de ẹ (x,y) de manera que 9) (XeYo) e 0. Supongamos 


que p(x,y) es precisamente la solución de este tipo. 
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no se anula en ningún punto. En efecto, separando en las ecua- 
ciones (5,6) las partes real e imaginaria, obtendremos 


až- 5 sŠ +v, 
o de (23,6) 
m dm EY EERU 
A= BIVA- BZ. 
a dy e dy 
Su d y2 
stituyendo en el jacobiano (22,6) las expresiones de ¿2 Y 3y 


obtenidas de aquí, se tiene 


— B e 2 
EN 
A dy dy 
De aquí se ve que este determinante puede ser igual a cero sólo 
en los puntos donde 


es decir, en virtud de las ecuaciones (23,6), en los puntos donde 
E_ y 2 
dy oy 
Pero en la región considerada no existen tales puntos, ya que en 
los mismos tendríamos 


=0% 


9% _0_ 
dx y 
Separando en la identidad 


la)" 
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las partes real ¢ imaginaria, obtendremos 


A te(Ej= 


TOR ROR 


Ag s( POR p 2 2) CEM (256) 
dx dy y ðr Cay dy 

En virtud de que la forma 

Aa + 288 + CB (BAC < 0), 

es definida, los miembros derecho e izquierdo de la igualdad 

(24,6) se pueden anular sólo si 
9% _0_ 0 
dx dy da 

Pero hemos escogido la función y (x, y) de un modo tal que las 

igualdades (26,6) no se verifican simultáneamente. Por lo. tanto, 


(26,6) 


en la ecuación (3,6) los coeficientes de 


o 
y E son iguales 
mE 


entre sí y distintos de cero; por eso, la ecuación (3,6) se reduce 
a la forma 

Du gu du du 

et len a) (276) 
Esta forma de una ecuación elíptica se llama forma canónica. 

Hemos reducido la ecuación a su forma canónica en la vecindad 

de cierto punto (o, Yo) en la cual existe solución analítica de las 
ecuaciones (5,6) con derivadas distintas de cero. Con na- 
mientos más complejos se puede demostrar que esa reducción es 
Posible sin suponer que 4(x, y), B(x, y), C(x, y) son analíticos, 
sino sólo suponiendo que tienen derivadas continuas hasta el 
segundo orden inclusive, 
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$ 7. REDUCCIÓN A LA FORMA CANÓNICA DE UN 
SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES EN DERIVADAS 
PARCIALES DE PRIMER ORDEN RESPECTO A DOS 
VARIABLES INDEPENDIENTES 


Consideraremos el sistema de ecuaciones 
` 


o =) uta, ne + fake, y, to oia) (17) 
G=12..,1). 


Es indiferente que las fi sean lineales o no lineales respecto a 
Ui, y Mn. Supondremos que los coeficientes a;,(x, y) son 
reales y que en una región G del plano (x, y) tienen derivadas 
parciales continuas respecto a x e y hasta cl orden k inclusive 
(k > 1). Entonces, estableciendo suposiciones complementarias 
(que aparecen a continuación con letra cursiva) se puede reducir 
el sistema (1,7) a la forma canónica, en cierta vecindad de un 
punto arbitrario A del interior de G, mediante una transformación 
lineal no degenerada de las funciones incógnitas t, ..., ty con 
coeficientes que tienen tantas derivadas continuas como los cocfi- 
cientes a¡,(x, y). Esta forma canónica es la siguiente: 


du, 


«Und, 


=a) 2 TODEN 


Vir eee Ua), 


ðr 
dv GA QUe a 
a ANA AN +f( 
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Don ea sa 
O = Mle, Y) gy, pa (1310 01 nda 
A a, ne 
Mt Haley) H 


Ffir (0 eVa), 


z «e, 
LI 0) ak 


Al ua), 


v, 
= (e y) —— Zaf EEEN 


ar y haai 


=0, (69) es Fata a 
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Aquí % (+, y), ---, he (x, y) son las raíces del determinante de 
la matriz 


[asta y) [f — AE, (3,7) 


as(x, y), Bala, y), <., os(x, y) son funciones suficientemente 
arbitrarias que tienen derivadas continuas hasta el orden k inclu- 
sive y que no se anulan en ningún punto de la vecindad conside- 
rada del punto A. Las funciones vs, As, aj, Ph... Op J", 0.2, F" 
pueden ser, en general, funciones complejas de sus argumentos. 
Si las fı, --., fn tienen derivadas continuas de orden q, entonces 
las f$, ..., f% tendrán derivadas continuas hasta el orden 
min(q, k— 1} inclusive. 


Los sistemas (1,7) y (2,7) difieren del sistema de ecuaciones 
lincales diferenciales ordinarias 


p$ auy + filz) (i=1,2, ..., n) (4,7) 


a 
con coeficientes constantes as, y del sistema canónico (13,3) co- 
rrespondiente, descrito en el $ 43 de mi curso de ecuaciones 
diferenciales ordinarias (Gostiejizdat, 1952), sólo en que en lugar 


de Š en los miembros ieqúierdos de las ecuaciones ordinarias 
correspondientes se pone 5 y en lugar de > en las ecuaciones 
ordinarias correspondientes, se pone el factor 1. Los coeficientes 
del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (13,3) son cons- 
tantes y las funciones f y f* dependen sólo de una variable inde- 
pendiente; mientras que en las ecuaciones en derivadas parciales 
que estamos considerando, los coeficientes de las derivadas depen- 
den de dos variables independientes y las funciones f y f* dependen 
además de todas las funciones incógnitas. 


CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES 95 


La reducción del sistema (1,7) a la forma canónica (2,7) se 
realiza con el mismo cambio de funciones incógnitas que se utiliza 
en el $ 44 de mi curso de ecuaciones diferenciales ordinarias para 
un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes constantes. Sólo 
nos resta comprobar que en la vecindad del punto A los coeficien- 
tes de la transformación lineal descrita en el $ 44 son funciones 
que respecto a (x, y) tienen el mismo número de derivadas 
continuas que los cocficientes a; (x, y) del sistema (1,7). Para 
ello tendremos que repetir en cierto modo el $ 44. 


Utilizaremos el método de inducción completa. Para n = 1 la 
afirmación que queremos probar (la posibilidad de reducir el 
sistema (1,7) a la forma (2,7) por medio de una transformación 
lineal con coeficientes suaves) es evidente. Supongamos que es 
cierta para #— 1 ecuaciones. Demostremos que es cierta también 
Para n ecuaciones. 

Multipliquemos la ¿—ésima ecuación del sistema (1,7) por ki 
donde ki son ciertas funciones derivables en la vecindad del 


punto Æ que definiremos más tarde. Sumemos las ecuaciones 
obtenidas y escribamos el resultado en la forma. 


9 (2 kau) 
4 


Determinemos ahora las k; de manera que respecto a 1, se cumpla 


la identidad 
Y. isbn; md E kattu 67) 
7 


07 
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donde A es una función derivable de (x, y), real o compleja. 
Para ello es necesario y suficiente que los cocficientes correspon- 
dientes a iguales u; en ambos miembros de esta identidad sean 
iguales, es decir, que se cumpla 


ib Domaj DE cas (67) 


Por lo tanto, para determinar kı, ke, ..., ka obtendremos un sis- 
tema de n ecuaciones lineales homogéneas con » incógnitas. Para 
que este sistema tenga solución no trivial —que es la única que 
tiene interés para nosotros— es necesario y suficiente que el 
determinante formado con sus coeficientes sea igual a cero. Esta 
condición se puede escribir a 


PE — las || | = 0. (77) 


La matriz » E—|la;;|] se llama matris característica del sistema 
(17). 


Sea A; una de las raíces de la ecuación (7,7). Supongamos 
que en la vecindad considerada del punto A cada raíz de la ecua 
ción (7,7) tiene la misma multiplicidad para todos los puntos de 
esta vecindad. Supongamos que 2, tiene en esta vecindad una 
multiplicidad æ. Entonces, en esta vecindad, A satisface la ecua- 
ción algebraica 


6-20, s y) =0, 


donde f(% (>, x, y) es la derivada de orden % respecto a % del 
miembro izquierdo de la ecuación (7,7). Además en todo punto 
de esta vecindad 


"(uta y), 1 y) 40. 
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Por eso, de acuerdo con el teorema de la función implícita, 
du(x, y), en la vecindad del punto 4, tendrá el mismo número de 
derivadas continuas que los coeficientes ayy. 


Supongamos además que en la vecindad considerada del punto 


A la matriz 
Ilay || — NE, (87) 


donde A, es raíz de la ecuación (7,7), tiene el mismo rango rk'® 
Entonces, en esta vecindad del punto 4, el sistema (6,7) tiene 
para A ™ úna solución que consta de funciones que no se 
anulan simultáncamente en ningún punto de la vecindad del 
punto 4 y' tienen tantas derivadas continuas como los aj. 
Designémoslas por kı. Para hallar esas %,;, observemos lo si- 
guiente, Como que la matriz (8,7) es de rango rı en:todos los 
puntos de la vecindad de 4, el punto 4 tiene una vecindad en la 
cual 2-7, ecuaciones del sistema (6,7) son consecuencia del resto 
de las r, ecuaciones. Por eso, todo sistema de funciones ku que 
satisface en una vecindad pequeña del punto Æ estas 7, ecuaciones 
satisfará todo el sistema (6,7). Para hallar la solución de cstas r, 
ecuaciones (las llamaremos, para abreviar, C,), observemos lo 
«siguiente, Puesto que el rango de la matriz (8,7) para à = % es 
igual a r}, con las columnas de la matriz formada por los coefi- 
cientes del sistema C, se puede formar una matriz cuadrada con 
determinante distinto de cero en una vecindad del punto 4. Vamos 
a considerar las funciones 4,5, que son los factores de estas co- 


18 Es fácil de comprobar que rp > n — ay En efecto, la derivada de 
orden «y respecto a À del determinante (7,7) es, para A = 2, wma combi- 
vación lineal de menores de orden (» — 44) del determinante (87), Pero 
esta derivada es distinta dle cero y por eso uno de los menores de orden 
{n — aj) de la matriz (87) es diferente de cero. 
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lumnas, constantes arbitrarias que no puedan hacerse iguales a 
cero simultáneamente. Para concretar, considerémoslas iguales a 1. 
Entonces, el sistema C, determina univocamente el resto de las ki; 
como funciones que tienen el mismo número de derivadas que 
los aij. 


De este modo hemos encontrado en una vecindad del punto 
A unas funciones ku (i = 1,2, ..., n) que no se anulan simul- 
táneamente en ningún punto de esta vecindad y que tienen el 
mismo número de derivadas continuas que los aij. Para concretar, 
supongamos que kw 7% O en el punto 4. Es cvidente que este 
supuesto no restringe la generalidad de la exposición, ya que 
siempre podemos hacer kı 7 0 mediante un cambio de la nu- 
meración de las u, lo que viene a ser una transformación lineal 
no degenerada de las u; Supongamos a continuación 


face la ecuación 


Es evidente que la función 2, (x, y) sal 


da 
= a C 4 fox, y Su Ma, «>< ta) 
dy 


donde 


FACE, Y) Eu Mas -oes Un) == 


B y bft a 2 


(véase la fórmula (5,7) y la igualdad anterior a esta fórmula). 
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Todos los razonamientos del $ 44 de mi libro de ecuaciones 
ordinarias se aplican en lo que sigue sin variaciones esenciales.» 
Estos razonamientos se simplifican considerablemente en el caso 
en que todas las raíces A de la ecuación (7,7) son distintas; 
hagamos la explicación completa de este caso. A cada raíz 
As i= 1, 2, ..., n de esta ecuación corresponde un sistema de 
funciones ky (x, y), į = 1, ..., n que se determina para à; del 
mismo modo que antes se determinaron las funciones ky; (x, y), 
j= 1, ..., n a partir de A. Las funciones ks; (x, y) tienen el 
mismo número de derivadas continuas que los ar, (x, y). Además 


d: 
Tou z H SICE, Y ts 0) (È= 1,2 0.0), 


donde 


è 
zi Stma (=12 0.8). 


J=1 


Nos resta comprobar que |£;,] 4 0. Supongamos lo contrario, es 
decir, que |k; (2°, y°)| = 0 en cierto punto (2°, y") de la región. 
donde están definidas todas las kyy(x, y). 


10 Observemos que para el sistema de n — 1 ecuaciones, que deberemos 
plantear en forma canónica igual que en el $ 44 de mi libro de ecuaciones 
diferenciales ordinarias, son válidas las suposiciones -expuestas con Jetra 
cursiva y por eso, según la hipótesis de inducción, este sistema de n — 1 
ecuaciones se puede plantear en forma canónica. Esto se demuestra fácil- 
mente expresando la matriz ||a;;|| — A E mediante la matriz correspon- 
diente del sistema transformado, análogamente a (134%) del $ 44 de mi 
libro “Lecciónes sobre la teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias”. 
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Entonces, existen unas constantes C, no todas iguales a cero, 
tales que 


Y Cutter, =0 (i=1,2....5). (97) 


Multiplicando la igualdad ¡— ésima por as; y sumando respecto a i, 
obtendremos 


0= Y Otat Pesa y) = 


ve 


= Ya $ kalat, y jaile, y) = 
pan 
y 7 
= y Chalat, y) (20, 99) 
an 
Hicimos el último paso utilizando la relación 


deky = > haiga 


De ese modo hemos obtenido igualdades análogas a (9,7) 
donde en lugar de C, figura C, ^ (4%, 3%). Análogamente ob- 
tendremos 


que es análoga a (6,7). 


$ CAT (ae, Pla, 0) = O para m = 2,3, ou n L 


El determinante formado con los coeficientes correspondientes a 
Cabos (2°, y") en estas igualdades (que es igual al determinante 
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de Vandermonde) es distinto de cero para distintas Ay, ..., Any 
por eso, obtenemos de aquí, que para todas las s e i 


Caku(w%, y) = 


pero esto es imposible. 


Observaciones. 1. Es fácil ver que todos los razonamien- 
tos anteriores se pueden repetir para cl caso en que los coeficientes 
ai; y fi sean funciones complejas. En lo que sigue, sin embargo, 
supondremos que las a;;, f; son funciones reales. 


2. Si la ecuación (7,7) tiene solamente raíces reales y distintas 
en toda la región considerada G, de los razonamientos anteriores 
se desprende que en la vecindad del punto 4 a cada raíz 2; co- 
rresponde una solución única, salvo el signo, Li, Rio, -.., Kin del 


sistema (6,7) tal que en esta vecindad Y 1 y las funciones 
En 

ki, tienen el mismo número de derivadas continuas que los an 
(véase la llamada en la pág. 97). Basándonos en esto, podemos 
probar que para las condiciones señaladas existe en toda la región 
G (si esta región es simplemente conexa) una transformación 
lincal'no degenerada de las funciones incógnitas que reduce el 
sistema (1,7) a la forma canónica (2,7). Los coeficientes de 
esta transformación tienen el mismo número de derivadas conti- 
nuas que los as) y el sistema (27) toma la forma 


ij 


v: 


A (10,7) 
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3. Si en toda la región considerada G en el plano (+, y) la 
ecuación (7,7) no tiene raíces reales A, entonces el sistema (1,7) 
se llama elíptico en esa región. 

Si en toda la región G existe una transformación lineal no 
degenerada de las funciones incógnitas m; con coeficientes reales 
que tienen el mismo número de derivadas continuas que los 
a (x, y) y que reduce el sistema (1,7) a la forma (10,7), el 
sistema (1,7) se llama hiperbólico en la región G. 

Si en toda la región G todas las raices % de la ecuación (7,7) 
son reales y distintas, el sistema (1,7) se llama hiperbólico en 
sentido restringido. De la observación anterior se desprende que 
un sistema hiperbólico en sentido restringido en una región sim- 
plemente conexa G, es hiperbólico en esta región. 

Del mismo modo el sistema lineal general de ecuaciones en 
derivadas parciales respecto a dos variables independientes 


$=0 k=0 


(=1L...,N) 


se llama elíptico en la región G si en toda esta región el determi- 
nante de la matriz 


am. 


_ 10 a 


WN kao 


no tiene raíces reales A. 
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Si todas las raices de este determinante son reales y distintas, 
el sistema (11,7) se llama hiperbólico en sentido restringido. 


Problema. Demuestre que si el sistema*(11,7) es hiperbó- 
lico en sentido restringido en una región simplemente conexa, en 
esta región es hiperbólico el sistema de ecuaciones de primer 
orden construido a partir de las ecuaciones (11,7) del mismo 
modo que el sistema (5,2) fue construido a partir de la ecuación 


(3,2). 


4. Si todas las raíces de la ecuación (7,7) son reales, el 
sistema transformado (2,7) se puede hacer también real; para 
esto hay que escoger la transformación lineal que permite pasar 
de las funciones w; a las funciones v; con coeficientes reales; en 
el caso considerado esto siempre es posible, 

Si la ecuación (7,7) tiene raíces complejas, estas raíces se 
descomponen en pares de raíces complejas conjugadas. Entonces, 
el sistema (2,7) se puede construir de manera que a cada ecuación 
de este sistema del tipo 


a Sj 2a Ef a) 


corresponde una ecuación compleja conjugada, es decir, la ecuación 


za n = + fila, y Vu ++ Un), 
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Separando en estas ecuaciones las partes real e imaginaria y 
poniendo 

vr = wt + hor, 

Me = a + ibe 

h= A+ 


obtendremos 
ut R dwt 
E = 4 y TA Ae 
Pt a a 
mr Gregor 


El sistema de este tipo más sencillo es el conocido sistema de 
ecuaciones de Cauchy-Riemann 


Las ecuaciones del tipo 


du Ve 
a 


or 


3 +A E + filt, Y) Vas <<.» Un) 


se descomponen análogamente en parte real e imaginaria. De ese 
modo se demuestra que el sistema (1,7) puede ser reducido por 
una transformación lineal no degenerada (¿por qué?) con coefi- 
cientes reales suaves, a una forma canónica nueva, donde todas 
las ecuaciones son necesariamente reales, a diferencia de las ecua- 
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ciones (2,7). (Véase la observación al $ 47 de mis “Lecciones 
sobre la teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias”, Gos- 
tiejizdat, 1952). 


5. Consideremos un sistema cas 
tido restringido) de la forma 


neal hiperbólico (en el sen- 


q = t9 GÍA, AR +... Ha ae + 


+ fila, y, Ma ++, 0) (12,7) 
(+= 1, n). 


Para ese sistema las cantidades A y k; que figuran en las ecua- 
ciones (6,7) y (7,7) dependen no sólo de x, y sino también de 
Uy, +++, Un; Supongamos que en cierta región de definición de las 
variables x, y, ts, ..., tn todas las raices de la ecuación (7,7) 
son reales y distintas 


Supongamos que kj, ..-, kja es una solución no trivial del 
sistema (67) para A = M (j = 1, -.., 1). Multiplicando la 
¡-ésima ccuación de (12,7) por Æj; y sumando por todas las i, 


obtendremos 
Nh PT) tn) GS band 
gr (137) 


En cada una de las ecuaciones del sistema (13,7) figuran las 
derivadas de todas las funciones incógnitas en una misma di- 
rección, 
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Cuando n = 2 el sistema (13,7) puede ser reducido a una 
forma análoga a la (10,7). Designemos por py (x, Y, 16, 1z) la 
solución parcial de la ecuación 


Denay) (ksa) 
-=—— = —— (j=l 
pus i G , 2) (14,7) 


e introduzcamos en lugar de las funciones x; unas funciones in- 
cógnitas nuevas v (x, y, Ma, t3) tales que 


av 23 Ñ 
Fa = pkn (i j= 1,2). (157) 


Las relaciones (15,7) no son contradictorias ya que las py satis- 
facen las ecuaciones (14,7). Multiplicando la ecuación j- ésima 
del sistema (13,7) por py (j = 1, 2), llegamos al siguiente sistema 
canónico de ecuaciones para v, Va: 


91, du, Ñ 
EM RA G= Lz. (16,7) 


Las funciones v; se llaman con frecuencia invariantes gene- 
ralizados de Riemann. 


Para n > 2 la reducción del sistema (12,7) a la forma (16,7), 
en general, no es posible. 


Capítulo 2 
ECUACIONES HIPERBÓLICAS 


Sección 1 


PROBLEMA DE CAUCHY EN LA CLASE 
DE FUNCIONES NO ANALÍTICAS 


$ 8. PLANTEAMIENTO CORRECTO DEL PROBLEMA 
DE CAUCHY 


teorema de Kovalevskaya afirma la existencia de una 
solución analítica del problema de Cauchy para ecuaciones analí- 
ticas con condiciones iniciales analíticas. Muchos problemas de 
física se reducen al problema de Cauchy para ecuaciones analíticas 
con condiciones iniciales que tienen un número determinado de 
derivadas, pero que no son analíticas. A primera vista parece 
natural el siguiente método de resolución de este problema. Las 
funciones iniciales dadas y sus derivadas, las aproximamos por 
polinomios. Según el teorema de Weierstrass, esos polinomios se 
pueden escoger de manera tal que en toda la parte considerada del 
plano £ = to, donde se plantean las condiciones de Cauchy, la 
diferencia entre estos polinomios y las funciones respectivas sea 
tan pequeña como se quiera. Según el teorema de'Kovalevskaya, 
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el problema de Cauchy para ecuaciones analíticas se puede resolver, 
si sustituimos las condiciones iniciales anteriores por otras que 
las aproximan, Parecería natural afirmar que esta solución del 
problema de Cauchy con las condiciones iniciales dadas por estos 
polinomios, difiere poco de la solución del mismo problema con 
las condiciones iniciales anteriores, al menos en una vecindad de 
la parte del plano £ = to en que están dadas las condiciones de 
Cauchy. Pero Hadamard construyó un ejemplo que muestra que 
a veces ocurre totalmente de otro modo. 


Consideremos el siguiente problema de Cauchy. Necesitamos 
hallar la solución de la ecuación de Laplace 


fi) du 
po 18 
a ds oe 
que satisface para t = 0 las condiciones 
w(0, x) = 0, (2,8) 
(0, 2) = È sen ns, (28). 
n 


donde n y k son constantes positivas. Es fácil comprobar que 
1 

u(t, 1) =p sh nt sen nx (3,8) 
PZ 


es una solución de este problema. 
Como 


1 
KORIE 
para un n suficientemente grande, el valor absoluto de w’, (0, +) 


será en todo punto tan pequeño como se quiera. Sin embargo, la 
solución # (t, x) del problema de Cauchy, como lo muestra la 
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fórmula (3,8), tomará valores tan grandes como se quiera para 
un t arbitrariamente pequeño, siempre que n sea suficientemente 
grande. La situación no varía si además de exigir que |w, (0, #)] 
sea pequeño, exigimos que lo sean todas las derivadas de w’, (0, +) 
respecto a v hasta el orden kl — 1; aquí k es un entero positivo 
cualquiera mayor que 1. No hablamos de los valores iniciales de 
la propia función u, ya que éstos, según la condición (2,8), son 
iguales a cero, 


Supongamos que hemos hallado la solución del problema de 
Cauchy para la ecuación (1,8) y para ciertas condiciones iniciales 


u(0, z) = g(x), 
100, x) = qu(x). 


Sea la función o (2, 4) esta solución. Entonce 
ciones iniciales 


(0, +) 


para las condi- 


eola); (0,5) =p) + 2 sen nr 
në 


la función 


1 
oli, x) + —7 sh nt sen ny 
mer 


es la solución del problema de Cauchy. Por lo tanto, una variación 
muy pequeña de las funciones iniciales y de sus derivadas hasta 
el orden k — 1, obtenida agregando las funciones (2,8), y (2,8) 
a las condiciones iniciales anteriores, puede implicar variaciones 
tan grandes como se quiera de la solución del problema de Cauchy 
en un entorno tan pequeño como se quiera del valor inicial + = 0. 


Diremos que el problema de Cauchy en una región cerrada G 
del espacio f, 44, ..., Xn, adherida a la región Go en el hiperplano 
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t = ta donde están definidas las condiciones de Cauchy, para 
el sistema de ecuaciones lineales de la forma 


pa > y E EEES 


Faa ho Bio o 


«e 2 (48) 


12: 0) hb+kto thst h<w 


está correctamente planteado si existen unos números posi 
La y La tales que 


1. en la región G existe una solución única del sistema (4,8) 
que satisface para  = t las condiciones 
d'us 
FA 2 (ar, Se 0.0%) (k =0,1,.. m 1), (5,8) 
cualesquiera que sean las funciones ẹ% (x,, £y -.., #,) defini- 
das en la región Go, donde tanto estas funciones como sus deri- 
vadas hasta el orden Z, son continuas. 


2. para cualquier s positivo, se puede señalar un y > O tal 
que en toda la región G la solución del problema de Cauchy varía 
en menos de e, si en la región Go las funciones ọ% y todas sus 
derivadas respecto a Y, ..., ta hasta el orden L, varian en 
menos de 7. 


Generalmente las condiciones de Cauchy se determinan expe- 
rimentalmente y por eso no pueden hallarse con exactitud absoluta. 
En virtud de esto, para la física (entenderemos la palabra “física” 
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en su sentido más amplio) presentan interés las soluciones del 
problema de Cauchy sólo para aquellas ecuaciones para las cuales 
el problema está correctamente planteado. Como lo muestra el 
ejemplo de Hadamard cl problema de Cauchy no está correcta- 
mente planteado, en general, para una ecuación cualquiera.22 


Lo que hemos venido diciendo en relación con el problema de 
Cauchy se puede extender también a los demás problemas de 
contorno, ya que para las ciencias naturales presentan interés sólo 
aquellos problemas en los cuales la solución depende continua- 
mente, en cierto sentido, de las condiciones de contorno, de la co- 
rrección del planteamiento del problema, ** Para cada tipo de ecua- 
ciones existen sus problemas de contorno correctamente plan- 
teados. 


30 Es interesante observar que, si se consideran las soluciones del pro- 
blema de Cauchy para la ecuación de Laplace en la clase de funciones de 
valor absoluto acotado por una constante dada de antemano, a pequeñas 
variaciones de las condiciones iniciales corresponden pequeñas variaciones 
de la solución: véase, por ejemplo, M, M, Lavrientiev, Actas de la 
A C 106 (1956), N 3, p. 389 - 390. 


21 En cada caso concreto cl concepto de problema correctamente p 
teado debe ser definido con exactitud. 


Al definir el problema de Cauchy correctamente planteado para ccu; 
nes no lineales, es natural considerar como funciones iniciales posibles 
PL (Ap. Fn) sólo las funciones próximas a ciertas funciones determi- 


nadas pt ( Ya). Puede resultar que cerca de un sistema de funciones 
PH (rpt) el problema de Cauchy esté correctamente planteado, y que 


cerca de otro sistema de funciones GŒ (x,...,x,) esté incorrectamente 
planteado. 
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Casi en todos los casos considerados hasta ahora, los enuncia- 
dos de esos problemas se han basado en consideraciones de tipo 
físico. En particular, los problemas citados en el $ 1 están co- 
rrectamente planteados. 

En el presente capítulo se demuestra que el problema de Cauchy 
está correctamente planteado para la ecuación de ondas en el espa- 
cio, siempre que el plano en que se establecen las condiciones 
iniciales esté convenientemente inclinado, y para los sistemas hiper- 
bólicos lineales de ecuaciones en derivadas parciales de primer 
orden respecto a dos variables independientes. De acuerdo con lo 
que se afirma en cl problema planteado en la observación 3) del 
$7, el problema de Cauchy está correctamente planteado para sis- 
temas lineales hiperbólicos en sentido restringido de la forma 
(11,7) en derivadas parciales respecto a dos variables indepen- 
dientes en una región unicoxena. 


$ 9. CONCEPTO DE SOLUCIONES GENERALIZADAS 


En el epígrafe anterior hemos tratado el planteamiento del pro- 
blema de Cauchy en el caso de condiciones iniciales con un número 
suficiente de derivadas continuas. Sin embargo, los problemas 
físicos están lejos de reducirse siempre a condiciones iniciales que 
tengan un número de derivadas continuas suficiente para poder 
afirmar la existencia de la solución del problema correspondiente. 
Pero si las condiciones iniciales no son continuas ni tienen un 
número suficiente de derivadas continuas, puede ocurrir que 
tampoco exista una solución derivable del problema de con- 
torno correspondiente, En este caso, resulta muy conveniente 
aplicar las así llamadas “soluciones generalizadas” de las ecua- 
ciones diferenciales. 

La teoría de las soluciones generalizadas de ecuaciones en 
derivadas parciales fue desarrollada por S. L. Soboliev en los 
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años 30. Estas soluciones se definen o bien como el límite de una 
sucesión de soluciones ordinarias o bien mediante identidades 
integrales. 
Consideremos como ejemplo el problema de Cauchy para la 
ecuación 
Be de a9) 
ot dx 
con la condición inicial 


u(O, x) = ẹ(x), (2,9) 


donde p(+) es una función continuamente derivable en el seg- 
mento a < x < b. No es dificil comprobar que la solución 
de este problema en la región D {a < x 41 < b} viene dada 
por la función 

u(t, a) = ẹ(x + t). (3,9) 


Supongamos ahora que en el segmento [a, b} la función 4(x) 
es continua pero no es derivable, Sabemos que esta función se 
puede representar como el límite de una sucesión uniformemente 
convergente en [a, b] de funciones q% (x), que tienen derivadas 
continuas. Además las soluciones correspondientes ¿4 (x + t) 
de la ecuación (1,9) convergen uniformemente en D hacia la 
función (3,9). Entonces la función (3,9) se puede considerar 
como solución de la ecuación (1,9) en sentido generalizado. 


Definición 1. Un sistema de funciones (m, ..., uy) se 
llama solución generalizada de un sistema de ecuaciones diferen- 
ciales en una región G, si existe una sucesión infinita de soluciones 
(ui, ..., 189) de este sistema que converge uniformemente a 
(ta, «--, Uy), es decir, si 


sup ui (P) —uP(P)] > 0 cuando k > œ. 
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Observación. A veces un sistema de funciones (u, ..., 
-..y Uy) también se llama solución generalizada de un sistema de 
ecuaciones diferenciales en el caso en que una sucesión de 
soluciones ordinarias (u(?, ..., 10%) converge a (11, -s tiy) 
de manera que 


x 
f > [u (P) — ut (P)]* dP => 0 cuando k > 00; 


ar 


Las soluciones generalizadas así definidas pueden ser incluso dis- 
continuas. [Véase S. L. Soboliev, Ecuaciones de la física mate- 
mática, Gostiejizdat, 1954 (especialmente las páginas 314, 322, 
329) y S. L. Sobolicv, Algunas aplicaciones del análisis funcional 
a la física matemática, L. 1950]. 


La extensión de la clase de las soluciones de uno u otro pro- 
blema de contorno presenta interés sólo en el caso en que se 
conserve la unicidad de la solución. Para los problemas de con- 
torno más típicos de ecuaciones “en derivadas parciales, S. L. 
Soboliev demostró la existencia y unicidad de sus soluciones ge- 
neralizadas. Aquí debemos definir especialmente cómo hay que 
comprender las condiciones de contorno para las soluciones gene- 
ralizadas. 


Para las ecuaciones lineales homogéneas elípticas y parabólicas 
cuyos coeficientes tienen un número suficiente de derivadas con- 
tinuas, al introducir del modo señalado más arriba las soluciones 
generalizadas, no se amplía la clase de las soluciones ordinarias 
(véase el teorema 4 del $30). No obstante, para las ecuaciones 
hiperbólicas esta extensión es esencial, como lo muestra el ejemplo 
considerado más arriba. 
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Es conveniente introducir las soluciones generalizadas ya que 
para la existencia de soluciones ordinarias de los problemas de 
contorno más importantes, es necesario imponer a las funciones 
definidas sobre “el 'tontorno de la región considerada, condiciones 
muy rígidas respecto al número de derivadas continuas, mientras 
que para la existencia de soluciones generalizadas no es necesario 
exigir ese número de derivadas continuas de las funciones defini- 
das sobre el contorno. Así, por ejemplo, la solución generalizada 
del problema de Cauchy (1,9), (2,9) existe, como lo hemos visto, 
para cualquier función continua q (x). 

Una razón más para considerar las soluciones generalizadas de 
la. ecuación (1,9) es que generalmente la propia función q (x) 
puede conocerse sólo aproximadamente. Por eso la función co- 
rrespondiente u(t, x), definida por la fórmula (3,9), es también 
solamente una aproximación de la solución exacta del problema 
planteado, Nos es indiferente si esta aproximación es una solu- 
ción ordinaria o sólo generalizada de la ecuación (1,9). Lo 
importante es que difiere poco de la solución real, si la función 
9 (x) difiere uniformemente poco del valor inicial rcal (0, +). 

Otro modo de introducir las soluciones generalizadas, que 
también pertenece a S. L. Soboliey, consiste en utilizar identidades 
integrales, que para las soluciones ordinarias son consecuencias de 
las ecuaciones consideradas. Este modo de introducir las solucio- 
nes generalizadas, que está muy difundido actualmente, lo consi- 
deraremos en un ejemplo de una ecuación lineal de primer orden. 

Sea u(t, ta, ..., Xa) una función derivable en la región 
D y que satisface la ecuación 


(49) 
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donde las a; tienen derivadas continuas mientras que b y f son 
continuas en D. Multipliquemos ambos miembros de (4,9) por 
la función o(%,, ..., £»), que tiene derivadas continuas en la 
región D y se anula en la vecindad de su contorno; integremos 
la igualdad obtenida por la región D. Integrando por partes le- 
gamos a la relación 


J O E OE A (59) 
E 
donde 
ds (ao) 
Mo) mE D UE h bo 
i 


Por lo tanto, toda solución ordinaria de (4,9) satisface la 
igualdad (5,9). Pero esta igualdad se verifica también para una 
clase más amplia de funciones (+), ..., xn), ya que el miembro 
izquierdo de (5,9) no contiene derivadas de u. Por eso es obvia 
la siguiente definición, 


Definición 2. Una función w(x,, ..., xn) se llama solu- 
ción generalizada de la ecuación (4,9) en una región D, si se 
verifica la igualdad (5,9) para toda función o (x,, ..., £n) con 


derivadas continuas y que se anula en todos los puntos de la región 
D, cuyas distancias hasta la frontera de D son menores que un 
número positivo p, (ps es distinto para diferentes 0). 

Al considerar las soluciones generalizadas de los problemas de 
contorno es necesario señalar en qué sentido se entienden las 
condiciones «e contorno. A veces estas condiciones (o una parte 
de éstas) se pueden tomar en cuenta cambiando la forma de la 
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identidad integral que definc la solución generalizada. Por ejem- 
plo, se llama solución generalizada del problema de Cauchy para 
la ecuación (4,9) en una región D del semiespacio xı > 0, cuya 
frontera I contiene la parte T, del hiperplano rı = 0, para la 
condición inicial 

u(O, a ..., Xn) = lën -ooy £a) sobre Dy, (69) 


a toda función continua a trozos u(%,, ..., 1) que satisface 
la igualdad 


f [uM(s) — fo] dri ... dx, — 


D 


+ En) 0 (O, £a ..., £n) die ... din = 0 (7,9) 


para cualquier función (xj, ..., xa) con derivadas continuas 
que se anula en una vecindad de P — Ty. 


Problema 1. Demuestre que si la función (41, .-., Za) 
tiene derivadas continuas en una región cerrada D y es solución 
generalizada del problema de Cauchy (4,9), (69) en el sentido 
de la relación (7,9), satisface la ecuación (4,9) y la condición 
inicial (6,9) en el sentido ordinario. 


Problema 2. Construya una solución generalizada (en el 
sentido de la relación (7,9)) del problema de Cauchy para la 
ecuación (1,9) con la condición inicial 


y =Í>—1 parar<O0, 
E i arol, 

Problema 3. Demuestre que si la función u(£, x) es una 
solución generalizada de la ecuación (49) en el sentido de la 
definición 1, es también solución generalizada de (49) en el 
sentido de la definición 2. 
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10. PROBLEMA DE CAUCHY PARA SISTEMAS 
HIPERBÓLICOS CON DOS VARIABLES 
INDEPENDIENTES 


1. Consideremos el sistema 


x 

dmo O 

A > ay (t, xju; + bilt, x) (1,10) 
t 

a j= 


G=1,2 n, N)? 


Supondremos que en toda la región considerada el sistema es 
hiperbólico, es decir, que todas las A; son funciones reales de t, x. 
Supondremos además que todas las }; (t, x) son diferentes y están 
numeradas en orden creciente, ** 


22 Todos los razonamientos que siguen en cl epigrafe presente se pueden 
aplicar, modificándolos levemente, a los sistemas de la forma 


(=1,2 ..., N) 


OEA E 


si suponemos que las funciones f¿(l, x, tty- 
muas hasta el segundo orden inclus 
tencia de solución de la ecuación 


dy 


sy) tienen derivadas conti- 
ve (véase la demostración de la exis- 


= fy) 


dx 


por el método de las aproximaciones sucesivas) 


. 38 La suposición de que todas las A; son distintas no es esencial, Todos 
los razonamientos que siguen son aplicables también al caso en que algunas 


2, sean iguales entre sí. Sólo que al determinar la región G es necesario 
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Por cada punto de nuestra región pasan N características rea- 
x 1 P z ; 
les L; con pendiente k; = — 5 respecto al eje + (véase el ejem- 


i 
plo 5 del § 3). 

Si no se supone que los coeficientes del sistema (1,10) son 
analíticos, no se puede aplicar el teorema de Kovalevskaya para 


a=b 
Fig. 2 


x=0 (ox) 


demostrar la existencia de la solución del problema de Cauchy 


para este sistema. Supondremos que en una región cerrada G, 
limitada por el segmento (a, b] del eje Ox y por las características 
La y Ly, que salen de los puntos (0, a) y (0, b) respectivamente 


tomar, en Ingar de la característica Z, que sale del punto (0, a), la solución 
de la ecuación 
dx 
dt 
que pasa por el punto (0, a), donde Amin (f, 1) = min{à, (4, a), a y(t, 2) ), 
y en lugar de Ly, la solución de la ecuación 


= — Amia (41) 


x 

di 
Que pasa por el punto (0, b), donde Amaz(t, 1) = max{à, (f, 4), ..., 2 
(t,x)). Las funciones Amyn (1,1) Y Amax(t, 1) son continuas y, como es 
fácil demostrar, satisfacen la. condición de Lipshitz respecto a f, si todas 
las 2, son continuas y tienen derivadas acotadas respecto a f. 


= — Ia tt, r), 
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(fig. 2), las funciones aiy, b; y As son continuas y tienen prime- 
ras derivadas continuas. Definiremos sobre el segmento [a, b} N 
funciones q, (4), ..., gx(x) con derivadas continuas y plantea- 
remos para el sistema (1,10) el problema de Cauchy del siguiente 
modo: 


Hallar una solución 41, uz, .-- , uy del sistema (1,10) que sea 


continua en G, que tenga en G primeras derivadas continuas y 
tal que para t = 0 


(0,7) =q(x) G =1, u N). (210) 


Para las suposiciones hechas, el problema planteado tiene solución 
única. 


Demostración. Consideremos la ecuación ¿-ésima del 
sistema (1,10). Su miembro izquierdo difiere en un factor de la 
derivada de la función w; (t, x) a lo largo de la curva Li, En 
efecto, si designamos por a; el ángulo entre la tangente a la curva 
Ls en el punto (t, x) y el eje Ox, tendremos 


a=}. 
M 
Por lo tanto, 
M 
cos 4 = + sen a = , 
VIFX 


24 Las líneas L, y Ly no se intersectan necesariamente, Por lo tanto, 
la región G puede ser infinita, Para lo sucesivo es esencial que la región 
G sea acotada. Esto siempre se puede lograr limitando G, en caso de nece- 
sidad, por la recta t = T. 

Todos los razonamientos subsiguientes serían asimismo aplicables, si la 
región G estuviera situada en el semiplano £ < 0. 


ECUACIONES HIPERBÓLICAS 121 


y Du o(d a a) 1 
. ' 
ds; ot dx AIF 
Aquí hemos designado por s; la longitud del arco de la caracteris- 
tica Li; 2 denota la derivación en la dirección de la caracte- 
Si 


rística Ly, 


, El sistema (1,10) se puede escribir en la forma 


VTR le (i=1,2,....N). (3,10) 


f=1 


Si designamos por du; al diferencial de la función 1, sobre la 
curva Li, obtendremos de (3,10) 


=D E 
' VER 


y como que ds; = 1/1 + 2 dt, encontramos 


du = (X ay + bi) dt (i=1,2,...,N). (4,10) 
i 


Fijemos ahora un punto arbitrario (1, x) de la región G y 
designemos mediante 1; la parte de la curva L; comprendida entre 
el punto (+, x) y la intersección de la curva en un punto (0, x,) 
con el segmento [a, b] del eje t = 0 (véase fig. 2). Después de 
esto integremos la ¿—ésima relación de la fórmula (4,10) según 
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el arco l;, desde el punto (0, +,) hasta el punto (t, x). Obtendre- 
mos el sistema de ecuaciones integrales 


s 
iih 5) — (0, 2) = È $ aja 


n Nyan 


G=LS 0); 


o, en virtud de las condiciones iniciales (2,10), 


Y 
u(t, x) = glr) + ( Myu; + aja (5,10) 
AÈ 


Ta 


Es evidente que toda solución del sistema (1,10) que satisfaga las. 
condiciones iniciáles (2,10) es una solución del sistema (5,10). 
Viceversa, si tenemos una solución del sistema de ecuaciones inte- 
grales (5,10) y si las funciones que forman esta solución tienen 
en G derivadas continuas respecto a £ y a x, entonces, realizando 
las operaciones inversas a aquellas mediante las cuales hemos pa- 
sado de (1,10) a (5,10), nos convenceremos que la solución del 
sistema (5,10) es también la solución del problema planteado de 
Cauchy. El problema se redujo de ese modo a la demostración de 
la existencia de una solución con derivadas continuas del sistema 
(5,10). 


Construyamos las aproximaciones sucesivas de la solución del 
sistema (5,10) del siguiente modo: hagamos 


49 (tx) = glr) (i=L. 


s N), 


ul a) = ale) + [Daule a + blt x) Jde 
k 


(=La N 
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y en general, 
x 
umtoe, a) = el) + [Qu 2Ju + bit, x) Jet 
E, 


(É= Liceo M)o 
Hablando con rigor, la última igualdad se debe escribir así: 
ut D(t, x) = qi[xi(0, t, 1)] + 


oy 
EJ[)Y Culo aa t, 2) Ju (a a,b x)) + 
p2 


+ bils, vila, t, x))]jdt (i= 1, 2, ..., N). 


Suponemos que v = x4 (t, 1°, x°) es la ecuación de la caracteris- 
tica Li, que pasa por el punto (1, 2%). Si demostramos la con- 
vergencia uniforme de la sucesión u (2, x) en la región cerrada 
G, entonces el sistema de funciones límites u; (t, +) satisfará las 
ecuaciones (5,10). La convergencia uniforme de la sucesión 
uy" (t, x) es equivalente a la convergencia uniforme de la serie 


MOC a) 4) — MI (610) 


Para demostrar la convergencia uniforme de esta serie construya- 
mos para ésta una mayorante numérica. Como las funciones 
40 (t, x) y u$ (t, x) son continuas en la región cerrada G, 
están acotadas en esta región. 


Hagamos 


M = max fu]... Ju], Jue 


bos lupy 
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en la región G. Entonces 
juot r) | SM, 
Jup — u| < 2M, 
(t, x) €G. 


Designemos max |a;;| en la región G para todas las i, j, = 1, ..., 
~+, N, mediante 4. Entonces 


à 
up (, x) — 190, x) | < fZ , 


PETIS 
< [up — uW | dí < 2 MANI, 


Lup Ct, x) — 9 (e x)| < 


3 
< [lol pla < 200. 


ETES 
Supongamos ahora que 


Lumi 2) — u- (t, x) | < 2M TA. 
Entonces 
Luto (a x) — uM (e x) | < 
a 
< [tas ¿1 — uo [de < 2 M ann 


dde 
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Por eso, de acuerdo con el método de inducción matemática, para 
cualquier n se tiene 
(ANE)" 

nt” 


lud, z) — uMi, x)| <2M 


Pero la región G está acotada y tomando un número fijo T mayor 
que todos los valores de ¢ en esta región, obtendremos que en 
toda la región G 


Juro — 91 < 2 M Hor 


(ANT) . 
Cono mea NE converge, la serie (6,10) 
converge uniformemente en toda la región cerrada G, lo cual de- 


muestra la existencia y la continuidad de la solución del sistema 
(5,10). 


Demostremos ahora la unicidad de la solución continua en 


G (y por lo tanto acotada) del sistema (5,10). Supongamos que 
p, ya 
tenemos dos soluciones del sistema (5,10) ti, ..., Uy Y M'..., Uy. 


Sustituyendo ambas soluciones en el sistema y restando una de 
otra las ecuaciones correspondientes obtendremos 
£ 
u(i 1) — Tli, 1) = P auly — y) de. 
E 


Supongamos ahora que 


max |u—m|=M>0. 
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Entonces, haciendo estimados sucesivos de la diferencia 


S 
Jus (t, x) — iu (t, x)], como hicimos en la demostración de la 
existencia, obtendremos que 

(ANT)" 


MRE 


para cualquier #, lo que lleva a una contradicción si n es suficien- 
temente grande, Por lo tanto M = 0 y 


mlt x) = ul a) (=12..NM, 


es decir, la solución es única. 


Para finalizar la demostración debemos comprobar que las 
funciones halladas u;(t, x) tienen derivadas continuas de primer 
orden con respecto a ! y x. Es evidente que para esto es suficiente 
demostrar que las funciones ss (£, v) tienen primeras derivadas 
continuas en la dirección |; y respecto a x en cada punto, ya que 
de esto y. del hecho de que las l tienen derivadas continuas se 
desprende la continuidad de las derivadas -respecto a £ y + en toda 
la región G. 

La existencia y continuidad de las derivadas de u (t, x) a lo 
largo de 1; se desprende directamente del sistema (5,10) y de la 
continuidad de la solución obtenida. Para demostrar la existencia 
y la continuidad de las derivadas w, observemos primeraniente 

x 
que de la supuesta existencia de las derivadas continuas de 
Gilaz), M(t, x), au (t, x), bi(t, x), se deduce que todas las aproxi- 
maciones construidas en la demostración de la existencia de solu- 
ción tienen derivadas continuas respecto a +. Derivemos respecto 
a x la igualdad que determina la (n + 1) - ésima aproximación. 
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Obtendremos 
uet” 
(t +) , Dxs(0, t, x) 
m2 9[xi(0, t +3] ax + 


A a E E T 


(m 


Y Fui rue) E a , e 


Dbi (3, 


ae t, D Jam 


En virtud de la 


uposiciones hechas respecto al sistema (1,10), se 


w 
a a Dmi 
puede demostrar la convergencia uniforme de la sucesión a 
AS 
(» = 1,2, ...) de la misma forma que se demostró la conver- 
gencia de u{™, cambiando únicamente las constantes en las esti- 
i i CC Qu 
maciones realizadas. Por cso lim = —— y la función es 
mo ðr : 0% 
continua que es lo que se quería demostrar. 
35 La coordenada r; del punto de intersección de /, con la recta £ = T 


es una función conti rtud de la supuesta 
continuidad de las derivadas de A;. Los límites de integración respecto a 
t en la integral curvilínea no varían al variar x. 
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Si las funciones ps(+) fuesen sólo continuas y no tuviesen 
derivadas, las construcciones descritas al principio del presente 
epígrafe darían sólo las soluciones generalizadas del sistema 
(1,10) (véase el siguiente subepigrafe). 

2. Hemos demostrado la existencia y unicidad de la solución 
del problema de Cauchy para el sistema (1,10) en la clase de 
funciones que tienen derivadas continuas de primer orden. Para 
demostrar que el problema está correctamente planteado vamos a 
hacer la demostración del siguiente teorema (véase $ 8). 

Si las funciones iniciales q;(x) del problema de Cauchy son 
sustituidas por unas funciones ps(x) que difieren de las respec- 
tivas q(x) en menos de n, entonces las funciones vi(t, x) que 
determinan la solución del problema transformado de Ci auchy 
diferirán de las respectivas u(t, x) en menos de e, donde e > 0 
sin>0. 


Supongamos 
g(r) — ilr) = n(x), (7,10) 


m(t, x) — u(t, 7) = z(t, x). 


Las funciones z;(t, x) satisfacen las ecuaciones integrales 
7 
alt, x) = w(t) + [Sue a. (8,10) 
h 


Supongamos 
max _ |a(t, x)| = e 
(e 07 


Entonces, repitiendo la estimación hecha en la demostración de la 
existencia de la solución, obtenemos 


la(t x)| Sn + 4eNt. (9,10) 
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Utilizando la desigualdad (9,10) y haciendo de nuevo la estima- 
ción |z;(t, x)|, mediante la ecuación (8,10) obtenemos 
AN 


lalt a) 9 A HAND 45 


Repitiendo esta operación n veces demostramos la desigualdad 


(AN1)” -1 (AN1)" 
CETE ) 


laha) [Sa (14 Ane + = 


Pasando al límite cuando n —> œ% obtenemos 
eS neto, 


De aquí es evidente que e > 0, si y > 0, ya que c^" es una 
constante que no depende de n. 


Problema 1. Enuncie la definición de solución generalizada 
del problema de Cauchy para el sistema (1,10) bajo las condi- 
ciones (2,10) y mediante una identidad integral, análogamente 
a como se hizo en el $ 9 para la ecuación (4,9). 


Problema 2. Demuestre la unicidad de la solución generali- 
zada del problema de Cauchy (1,10), (2,10) en la clase de fun- 
ciones que son continuas y tienen derivadas continuas fuera de un 
número finito de lineas suaves. 


Problema 3. Supongamos que la solución generalizada del 
problema de Cauchy (1,10), (2,10) tiene discontinuidad de primer 
orden en un número finito de líneas suaves y que fuera de estas 
líneas la solución tiene derivadas continuas. Demuestre que estas 
líneas son las características del sistema (1,10). 


3. Para finalizar el presente epígrafe daremos una descrip- 
ción breve del método de las diferencias finitas que es útil a la 
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hora de buscar la solución aproximada del problema de Cauchy 
planteado en el subepigrafe 1. 

Sean g(x) las funciones iniciales definidas sobre el segmento 
[a, b] del eje Ox. Para hallar aproximadamente los valores de 
las funciones x; ( t, x) que satisfagan el sistema (1,10) y que para 
t = 0 tomen-los valores dados ẹ;(x), procederemos del siguiente 
modo. 

Fijemos un número entero » y dividamos el segmento |a, b) 


b 


en n partes iguales de longitud 4 = . . Seguidamente trace- 


mos las rectas « = a + ph y las rectas t = gh para ciertos valores 
enteros p y q tales que la región G,:en la cual se busca la solución 
del problema de Cauchy (véase el 1), esté cubierta por una 
red cuadrada de lado igual ah. Denotemos los vértices del 
cuadrado con dos subíndices, es decir, designemos por Mp4 
a+ phyt=qh. Los 
valores de las funciones incógnitas u;(t, x) en todos los puntos 
Mp:u(0, a + ph) = gila + ph) = qi(Mpo) están dados. 
Describamos el proceso mediante el cual se pueden hallar aproxi- 
madamente los valores de (£, +) en todos los vértices de la red 
contenidos en G. En cada uno de los puntos Mp están definidos 
los coeficientes del sistema (1,10) y en particular los N números 
A (Mpo) = Mei = 1, N). A partir de cada punto Mp trace- 
mos V segmentos de recta con coeficientes angulares 4? = — 


el punto de intersección de las rectas + 


1 
== hasta la intersección con la recta £ = h y hallemos los 
i 


valores de u;( t, 7) en los extremos de los segmentos correspon- 
dientes. Para esto usamos la forma (4,10) del sistema. (1,10) 
y sustituimos el diferencial a lo largo de la característica L; por 
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el incremento, y la igualdad exacta correspondiente por una 
aproximada. Obtendremos la relación 


Aui = (Zasu + bi) h, 


que permite hallar el incremento de la función Aw; al pasar del 
: 


punto Mpo a lo largo de la característica Z; (más exactamente 


a lo largo de la tangente a esta característica) a la recta £ = h. 


Añadiendo los incrementos hallados a los valores iniciales de 
la función en los puntos Mpo, encontraremos los valores de cada 
función w; cn los puntos de la recta t = h. Los valores de las 
distintas funciones quedarán determinados, en general, en distintos 
puntos, Mediante cualquier proceso de interpolación, a partir de 
los valores hallados para w; sobre la recta £ = h, calculamos sus 
valores en los puntos Mpi, es decir, en los vértices de la red situa- 
dos sobre esta recta. Después de esto, podemos continuar cl 
cálculo de los valores de m;(2, x) mediante el mismo método 
y encontrar estos valores en los puntos de la recta £ = 2h que 
pertenecen a la región G. Repitiendo la interpolación y la determi- 
nación de los valores de 1; (t, v) tantas veces como sea ne io, 
hallaremos los valores aproximados de todas las funciones 
m(t, x) en todos los vértices de los cuadrados situados en la 
región G. 


Se puede demostrar que cuando n > æ los valores aproxima- 
dos de las funciones convergen uniformemente a un limite que da 
la solución exacta del problema de Cauchy y, por lo tanto, para 
un n suficientemente grande, las aproximaciones halladas por el 
método descrito van a diferir tan poco como se quiera de la 
solución real. 


Si N = 2, el proceso del cálculo aproximado de la solución 
del problema de Cauchy se a considerablemente, Se 
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tienen solamente dos familias de características. Dividiendo el 
segmento [a, b] del eje Ox, en el cual están dados los valores 
ciales de 4, y uz, en pequeños intervalos y trazando en los 
puntos de división las tangentes a las características de las distin- 
tas familias hasta que se intersecten en el punto más cercano al 
segmento [a, b], hallamos aproximadamente los valores 4, y ts 
en estos puntos de intersección, según fue descrito más arriba. 
Trazando en estos nuevos puntos las tangentes a las características, 
calculamos aproximadamente los valores de 4, y uz en los puntos 
de intersección de estas nuevas tangentes que se encuentran lo 
más cerca posible del segmento [a, b], y así sucesivamente, De 
ese modo obtendremos los valores de u, y uz, para un conjunto 
suficientemente denso de puntos, si la división inicial del seg- 
mento (a, b] es suficientemente pegueña. Este caso no exige 
ninguna red cuadrada ni interpolación. 


$ 11, PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA ECUACIÓN 
DE ONDAS. TEOREMA DE LA UNICIDAD 
DE LA SOLUCIÓN 


Supongamos que la función u(t, xı, x.) satisface la ecuación 


du du Ju 


E ga (1,11) 
de 9% 0 

dentro de un cono circular K de eje paralelo al eje Ot y con vértice 
en el punto A y cuyas generatrices forman con el eje Ot un 
ángulo a = 45%. Supongamos además que la propia función 
u(t, x,, £2) y todas sus derivadas hasta el segundo orden inclusive 
son continuas dentro y en la frontera de K. 
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Entonces el valor de u(t, zu 21) en un punto A se determina 
univocamente por los valores de u y a en la base del cono situada 
en el plano t = to. 


El cono K se llama característico. Es fácil ver que la superficie 
lateral de K es la superficie caracteristica en el sentido expuesto 
en el 2 del § 3. 

El teorema es válido lo mismo cuando el punto 4 tiene la 
coordenada t > fo que cuando t< to. 


Observaciones. 1. En lugar de la ecuación (1,11) en el 
enunciado del teorema se pudo haber tomado la ecuación 
3 j fu 
a Du m 0 J: 


(2,11) 


donde a > 0 es una constante cualquiera, si sustituimos el cono 
cuyas generatrices forman un ángulo de 45° con O! por otro cono 
cuyas generatrices están inclinadas respecto al eje Ot un ángulo 
a = arc tg a. En efecto, la ecuación (2,11) se reduce a la ecua- 
ción (1,11) al sustituir at por £. 


2. Siempre podemos considerar que to = 0. El caso de cual- 
quier to se reduce a éste si introducimos en lugar de la variable 
independiente t, una nueva variable independiente 1* = t — to, 
con lo cual la forma de la ecuación (1,11) no varía. 


3. Supongamos que en el plano to = O está definida la región 
Go. Construyamos conos K con bases situadas en la región Go, 
con ejes paralelos al eje Ot y con generatrices que forman con Of 
un ángulo de + 45°, Entonces de nuestro teorema se deduce que 
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dados u y = en la región Go, la solución de la ecuación (1,11) 


queda determinada univocamente en la región G del espacio 
(t, x1 xa) comprendida entre los conos K. Por ejemplo, dados 


a| < a, la solución u(t, x,, 12), 


ay z en el cuádrado [xa] < a, 


de la ecuación (1,11), cuyas dos primeras derivadas son continuas, 
queda univocamente determinada dentro de cada una de las dos 
pirámides para las cuales este cuadrado es base común y cuyas 
aristas laterales forman un ángulo de 45° con la base. 


2u : A 
4. Dados u y = en un circulo Go cualquiera situado en “el 


plano (x1, x2), la solución u(t, xı, x2) de la ecuación (1,11) no 
queda determinada en ningún punto B situado fuera de los conos 
K correspondientes cuya base común es el circulo Go, cuyos ejes 
son paralelos al eje Ot y cuyas generatrices forman con el eje Ot 


un ángulo de 45%, Para demostrar esto, es suficiente comprobar 


P - du E 
que existe una solución ule, £1, 42) tal que u y a son iguales 


a cero en el círculo Ge y (8) +0. Para construir esta solución 
observemos que para cualquier función f(z) con dos derivadas 
y para a? + al = 1, la función 


f(t + ar, + 272) (3,11) 


es una solución de la ecuación (1,11). (¡Compruébese!) 
La función (3,11) es constante en cualquier plano 


td at + dr = C, (4,11) 
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que forme un ángulo de 45% con Of. Escojamos a, y as de tal 
manera que el plano de la familia (4,11) que pasa por el punto 
B no intersecte el círculo Go. Después de esto, se puede escoger 
una función f(z) con dos derivadas continuas de modo que 
[4 2 xı + de 12) sea distinta de cero en el punto B e igual 
a cero en Go. Entonces U(t, x, 12) = f(t 4 @ 21 + as 14) es 


la solución que necesitamos. 


5. La demostración que se hace más abajo del teorema de la 
unicidad es aplicable para las soluciones, cuyas dos primeras deri- 
vadas son continuas, de la ecuación 


Din u 


para cualquier n». Ln este caso el cono tridimensional K del enun- 
do del teorema habria que sustituirlo por un cono en el espacio 
de n + 1 dimensiones, de eje paralelo al eje Ot y cuyas genera- 
trices forman un ángulo de 45% con Of. Este cono también se 
llama característico. Para » = 1l, se convierte en un triángulo 
cuya base es paralela al eje Ox y cuyos lados forman con el mismo 
un ángulo de 45°. 


Demostración del teorema de la unicidad. Supongamos 
que dentro del cono K y sobre su superficie existen dos solucione: 
Mt, Xa, Xa) y alt, 11, 12) de la ecuación (1,11), continuas al 
igual que sus dos primeras derivadas y que en la base de K, como 
sus primeras derivadas respecto a t, son iguales entre si. Fn- 
tonces la diferencia 


Ult, Xi Xe) = Ut, 


a) 


debe también satisfacer la ecuación homogénea (1,11) dentro de 
K, pero en la base del cono u(t, xı 12) y u ( £, 51 02) deben anu- 


1 2) — (h, Xu 
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larse. El teorema de la unicidad quedará demostrado si demos- 
tramos que u(t, x,, 12) = O en el vértice de K. Para demostrar 
esto integremos por dentro del cono K la expresión 


du pòu Fu Fu 
D Nor FA 7) 


por donde la misma es igual a cero en todo punto ya que la función 
u satisface la ecuación (1,11). Como que 


Du gu 1 ð du y 
reia la) 


Qu dun _ ð f õu du 
ot 9 ar (OE dx ) 


T Grm da 


entonces 
[EEE Ez) n n = 


=S ala EE] 


Ò 04 du È fòu qu 
dx No! a) dx. NOt Dre 


)) de da, dra. 


Transformemos esta integral en una integral doble mediante 
la fórmula de Ostrogradski. Si designamos por K, la superficie 
lateral del cono K y por C su base, como en C, en virtud de las 
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du du du 


condiciones iniciales, E = an = FAS = 0, queda solamente 
la integral 
if due yay 7 
META Glee 
e 
du u Qu du 
ar aa os 11) 2 OS CA 10) ] de. 2 
(5,11) 
Pero en la superficie lateral del cono característico 
cos*(n, t) — cos(n, xı) — cos*(n, x:) = 0. (6,11) 


Multiplicando y dividiendo la función subintegral por cos (7, t) 
y utilizando la relación (6,11) obtendremos a partir de (5,11) 


rar [loas E o 0] + 


+ (e cos(s, xa) — a cos(n, £) y de =0. (7,11) 


20 Fijemos la atención en que durante las transformaciones realizadas 
con la integral 


u KA u 1d 
S= E A Y) ls de e 
JJ ar Noe ant an 
hemos asumido la continuidad de las primeras derivadas de w dentro y en la 
frontera de K y la integrabilidad en K de las segundas derivadas de w. 


Estas últimas se pueden integrar en K si son, por ejemplo, continuas den- 
tro de K y en su frontera. 
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Aquí cos (1, t) se coloca fuera del signo de integral por- 


1 
que en K, es constante: (cos (n, t) = —— para t > to y 
VZ 


1 


cos (n, t) = — — para t < to). 


vZ 
De la igualdad (7,11) se deduce que en la superficie lateral 
del cono K 


u, KA s, ini 
costa 1) cos(a, m) osm aa) (811) 


Si designamos por sm la dirección de una generatriz cualquiera 
del cono K, valiéndonos de las igualdades (8,11) obtendremos 


e costarle w, cos(m, xs) +u, cos(im, sa) = 


om 
= v [cos(m, t) cos(m, t£) + cos(n, x1) cos(m, 21) + 


+ cos(n, 72) cos(m, x2)] = v cos(m, n) = 0 


(cos (m, n) = O porque la genctratriz del cono siempre forma 
un ángulo recto con la normal a su superficie). 


De ese modo 'en la superficie del cono K la derivada de u en 
Ja dirección de la generatriz es igual a cero. De aqui se desprende 
que la función 1 es igual-a cero en el vértice del cono ya que la 
misma es igual a cero en su base. Con esto queda terminada la 
demosiración del teorema de la unicidad. 
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$ 12. FÓRMULAS QUE DAN LA SOLUCIÓN DEL 
PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA 
ECUACIÓN DE ONDAS 


1. Supongamos que en una región Go del espacio (41, ss 41) 
están dadas las funciones qo(+1, Ya, £3) y (Ys, Xa, 73) siendo qu 
continua al igual que sus derivadas hasta el tercer orden y q. 
hasta cl segundo orden inclusive. Queremos hallar una solución 
u(t, £n £a, 13) de la ecuación 


(1,12) 

que satisfaga para £ = O las condiciones 
u(O, Y To 23) = Golfu £n a), (2,12), 
w (O, Xi La 23) = hti Fe a). (2,12); 


Esta solución estará definida en todos los puntos (£, x,, s, s) 
que sirven de vértices a los conos característicos cuyas bases per- 
tenecen a Go. 


Hallemos primero la solución 1 (t, #1, Xe, 74) de la ecuación 
(1,12) para las condiciones iniciales de tipo particular : 


u(O, Xi, Ya, 13) = 0, (3,12), 
w (O, Zu Ya 13) = (fu Fa X3). (3,12)a 
Es fácil comprobar que la función 


Die 


v (t, Xu Ya 23) = F 
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satisface para t = 0 las condiciones 
v (O, $1, Ze 43) = p(%a, Sn 18), 


š Due _ Gue — Due De 
V(O, o dn 43) = g to tas 0. 
Por eso sì u, tiene derivadas continuas de tercer orden, la solución 
de la ecuación (1,12) que satisface ambas condiciones (2,12) 
viene dada por la fórmula 
Dieo 12 
Ta + Un. (4,12) 
De ese modo el problema general de Cauchy para la ecuación 
(1,12) se reduce a hallar s. Y podemos afirmar que se cumple 
la fórmula 
1 Glan ar, %) 
U(l, Zu Zn 4) = + 1) SECA DASS dos. (5,12) 
EN) 
Esta fórmula se llama fórmula de Kirchhoff. Aquí S(t, xa, 43) 
designa una esfera de radio £ con centro en el punto (+1, ta, 43) 
sobre el hiperplano + = O donde está dada la función q, y du; es 
un elemento de superficie de esta esfera. Supondremos que la 
función q (+1, xa, 1) es continua y acotada al igual que sus deri- 
vadas hasta el k-ésimo orden inclusive (k > 2); entonces la 
función +», como se verá más adelante a partir de la fórmula 
(6,12), también tendrá derivadas continuas hasta el  — ésimo orden 
inclusive. 
Demostremos primeramente que la función u, definida por la 
fórmula (5,12) satisface las condiciones iniciales (3,12). La pri- 
mera de estas condiciones se satisface ya que 


/ E as) del Ema E, 
8, 


ECUACIONES HIPERBÓLICAS 141 


y, por lo tanto, 
telf, £u £a 13) > O cuando t> 0. 
Para comprobar la segunda condición observemos que haciendo 
ar = 2% + Pat, 


reducimos la integral (5,12) a la forma 


m (i, a a, 0) = zf) alaa + HBa a la s + fa) don 
(6,12) 


donde la integración se lleva a cabo por una misma esfera S, para 
todos los 4, Ya, Ys, t: 


d 
B+HEHB SI da = Ge 
Por eso 
t= affe + tBu ta + la xa + tB) de, + 


i 
+i SSY Pele + tBu sa + tBu xa + 18) dos (7,12) 


Aquí qx designa la derivada de g respecto a aw. Es fácil ver que 
el primer sumando en el miembro derecho tiende a p(xa, «a, 1) 
cuando £ > 0 y que el segundo tiende a cero ya que la integral 
que figura en el mismo permanece acotada. 
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Ahora es suficiente demostrar que la función u, definida por 
la fórmula de Kirchhoff satisface la ecuación (1,12). De la igual- 
dad (6,12) encontramos 
Duy Gug Gu, 
a 


(8,12) 


Para calcular g volvamos a escribir la igualdad (7,12) así: 


w! =y ta aff dai diet 5 Pande e 
et pa da, E = 


P MES A) dos das das = 


to KOJ 
=> tr a2) 


donde 


ro = JJI CEA SE EE) dd 


y V, es una esfera de radio t con centro en el punto (+, £a, 14) 
sobre el hiperplano t = 0. 
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De la fórmula (9,12) obtenemos 


due — m Ipu (99) I 1 UH 
ae er E Art ara 
i a 
SH (10,12) 
Ant t 


Pero es fácil ver que 
e £ t) 0% 
“i Fs 


Comparando las jgualdades (8,12), (10,12) y (11,12), es fácil 
comprobar que la función w definida por la fórmula de Kirchhoff 
satisface efectivamente la ecuación de ondas (1,12). 


15 (11,12) 


Observación. Si la función qu(as 12, x4) es continua y 
Poltin ta #3) es continua al igual que sus primeras derivadas, la 
función u definida por las igualdades (4,12) y (5,12) da sola- 
mente una solución generalizada del problema de Cauchy. Aquí 
entendemos como solución generalizada del problema de Cauchy 


31 En efecto, pasando a coordenadas polares (Q, ®, 1) con centro en el 


punto (#4, ta a) tenemos 


taar 


14) = Sff eor sen 9d pd d dr, 


900 


aa 
uG 

LO L ff awus eseododi= ff aodo 
G oo A 
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para la ecuación (1,12) con las condiciones iniciales (2,12), el 
límite de la sucesión uniformemente convergente de las soluciones 
Wim (t, X, Xa 43) de la ecuación (1,12) con las condiciones 
iniciales 


Um (O, 1 Y 43) = Gom hEn Y a), 
Z "lO, ti ta 73) = quml(An Fs 13), 
òt 
r ò Doim 
si cuando n > æ% las sucesiones Ẹotm)» da’ Pim convergen 
ri 
n Do j Pa 
uniformemente en Go a Ẹo, -—, q, respectivamente. Es fácil 


dx 
ver que si q, (41, Xa, 3) es continua y qo es derivable continua- 
mente, la solución generalizada del problema de Cauchy con las 
condiciones iniciales (2,12) existe y es única, 


2. Consideremos el caso particular cuando la función ọ no 
depende de «y. Es fácil comprobar que la función u dada por la 
fórmula de Kirchhoff tampoco depende de x; y por eso satisfará 
la ecuación 

de nu du 

— 5 —. 12,12 

a (12,12) 
En este caso es posible sustituir la integral referida a la esfera Sı 
por una integral doble según la sección K+ de la esfera Ve por el 
plano as = xs. Proyectando el elemento do, de la superficie sobre 
este plano obtenemos 


t 


da, das 


de; = 
V P — (a — z1)? — (aa — 12)? 
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y la fórmula de Kirchhoff se puede escribir del siguiente modo: 
Met, 1 42) = 


fan 


= JJ Elan %2) da, das 
= 7% 


a rl 


Por eso la solución de la ecuación (12,12) que satisface las 
condiciones 
(0, Zu 12) = Golfi 4), 


w, (O, 7 12) = (as 12), 


se da por la fórmula 


aria Elf Galan %) de, das dd 
a) = 
+52 : ÍJ — Gola, 42) da, da, (312) 


Esta fórmula se llama fórmula de Poisson. 


3. Si la función g no depende ni de xs ni de s, la función u 
dada por la fórmula de Kirchhofí tampoco depende ni de x; ni de 
*s y por eso satisface la ecuación 


du Qu 


+= (14,12) 
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En este caso la fórmula de Kirchhoff se puede escribir. así: 


en 
O Appa, Y 
uteris zS da => f ranas. 
A Aak 


Aquí nos hemos basado en que el área de la parte de la esfera Sy 
contenida entre los planos 2, = const, y a, + da, = const, que 
intersectan la esfera es igual a 2xt day y que la función ọ (01) 
en toda esta parte de la esfera conserva un valor constante com 
exactitud del orden de day. 


Por eso la solución de la ecuación (14,12) que satisface las 
condiciones 


u(0, x1) = qo(*1), (0, 201) = que), 


está dada por la fórmula 


1 
A LE] kajie 
Da dto 
pla +t) + glr—t) 1 
ALA pg feda. (152) 


z-i 


Esta fórmula se llama fórmula de D'Alembert. 


38 El área de una franja esférica de pequeña altura d æ es aproximada- 
mente igual a 2 x ọ d I, donde ọ es el radio de la sección media de la franja 


t 
y d Les la generatriz del cono truncado inscrito en esta franja. Pero — = 
e 


d 
= Ta de donde e d! = tda y d9, =2 x tda. 
a 
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Recordemos que de acuerdo con el teorema de la unicidad, 
demostrado en el $ 11, el problema de Cauchy no tiene otras 
soluciones que las dadas para las ecuaciones (1,12), (12,12) y 
(14,12) mediante las fórmulas (4,12), (13,12), (15,12), respec- 
tivamente. El método mediante el cual obtuvimos la solución del 
problema de Cauchy para las ecuaciones (12,12) y (14,12), a 
partir de la solución del problema de Cauchy para la ecuación 
(1,12) se llama método de descenso. 

Hemos encontrado la solución del problema de Cauchy para 
t > 0, El caso + < 0 se reduce al anterior sustituyendo t por —, 
lo cual no altera las ecuaciones (1,12), (12,12), (14,12). 


Problema 1. Sea u(t, xu 42, 43) 7) la solución de la ecua- 
ción (1,12) que para £ = + satisface las condiciones 


MÒT, La Fa 135 7) =0, 


Du 


= f(3, 4 Sa 23), 


de an 
que satisface para £ = O las condiciones 
(0, £u Ya 13) = 0, 
E 
Zo, Ly de a 0, 


está dada por la fórmula 
ñ 


ES Hu Ao Za; 1) de. (16,12) 


Ut 2, Lo 43) 
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Problema 2. Utilizando la fórmula (5,12) demuestre que 
la solución (16,12) es de la forma 


H(t da ti a) == ff nes P E O aia (17,12) 


rsi 


donde r = V (rı — m)? F (ma — m)? F (fs — Ji. La inte- 
gral (17,12) se llama potencial retardado. 


$ 13. ESTUDIO DE LAS FÓRMULAS QUE DAN LA 
SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE CAUCHY 


1. Dependencia continua de la solución respecto a los 
datos iniciales. Todas las fórmulas deducidas por nosotros en 
el epigrafe anterior y que dan la solución del problema de Cauchy 


para la ecuación 
Sy, 0. 


contienen, cuando n = 2, 3, integrales de las funciones iniciales 
multiplicadas por determinadas funciones y derivadas respecto al 
tiempo de esas integrales. Para n = 1 estas fórmulas contienen 
sólo integrales de las funciones iniciales y las propias funciones 
iniciales, 


(1,13) 


Por eso, si hacemos variar las funciones iniciales go y q. de 
nanera que tanto las citadas funciones como sus primeras deri- 
vadas varien suficientemente poco, la función u(ż, +1, tn) 
que da la solución del problema de Cauchy variará también poco. 
Si n = 1, para que lo anterior se cumpla es suficiente que varien 
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poco las propias funciones q. y qu. Aquí se supone, por supuesto, 
que se consideran solamente valores acotados de ż, si la región 
en la cual se dan las funciones iniciales es infinita. 

De ese modo queda establecido que el problema de Cauchy 
para las ecuaciones (1,12), (12,12), (14,12) está correctamente 
planteado. 

Se pueden deducir las fórmulas que dan la solución del pro- 
blema de Cauchy para la ecuación (1,13) siendo n cualquiera, 
análogas a las fórmulas (4,12), (13,12), (15,12), y comprobar 
que también para esta ecuación el problema de Cauchy queda 
correctamente planteado, sí damos las condiciones iniciales para 
t = 0. Los números /, y Ls que figuran en la definición del 
problema correctamente planteado (véase $ 8) son iguales res: 


pectivamente a tA 42y pdi aqui [e] denota la parte cn- 
tera de 4, 

De las fórmulas (4,12) y (13,12) se deduce que para £ peque- 
ños, | u(t, x,, Xe, 15) | y respectivamente | u(t, x1, x2) | puede ser 
muy grande a pesar de que scan pequeñas go y qu si las derivadas 
de la función qu son grandes. Puede formarse “erestas” de la 
onda, 


2. Difusión de ondas 


Las fórmulas (4,12) y (5,12) muestran que el valor en el 
punto (t, 1, +. -, a) de la solución del problema de Cauchy para 
la ecuación de ondas (1,13), siendo n = 3, depende de los datos 
iniciales sólo en el contorno de la base del cono característico con 
vértice en el punto (1, 41, 42, 13). Si n = 1 o n = 2, u(i, zi a £n) 


20 Estas fórmulas se pueden, por ejemplo, deducir por el método expuesto 
an el “Curso de matemática superior” de V. I. Smirnov, tomo 2, $ 173, 
Fizmatguiz, 1958. 
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depende de los datos iniciales en toda la base del cono, como lo 
muestran las fórmulas (13,12) y (15,12). 


Supongamos que los valores iniciales de u y w, para £ = O di- 
fieren de cero sólo dentro de una pequeña región G., cerca de cierto 
punto (0, +9, ..., 23). Analicemos los valores que toma u en 
los puntos (£, xy, -.., Ya) para a, ..., 4» fijos, y para crecientes 
valores de t a partir de cero. Para n = 3, u( t, Xi ..., £n) 
puede diferir de cero sólo en una parte pequeña de la recta, 
considerada en el espacio (t, xu ..., xa) y paralela al eje Ot; 
Precisamente en la parte donde están situados los vértices de 
los conos característicos de la ecuación (1,12), las fronteras de 
cuyas bases intersectan la región G.. Si n = 1 o n = 2 y el punto 
(0, +1), respectivamente, (0, xı, +2), no pertenece a Ge, entonces 
u(t, x,) y respectivamente .u(t, x» x) es igual a cero para f 
suficientemente pequeños, y será, en general, diferente de cero a 
Partir de los valores de ¢ para los cuales el segmento |x, — a| < t, 
respectivamente, el círculo (a, — 11)? + (% — 47) < f, inter- 
secta la región G.. 

Por lo tanto, la perturbación ocurrida en el instante inicial en 
cierto entorno pequeño del punto (+7, ..., 19),-para n = 3 y 
1 > 0, se hace sentir en los valores de la función sólo en los 
puntos del espacio (xu ..., Xa) que están situados cerca de la 
esfera de radio t con centro en el pinto (4%, %.., 42). De ese 
modo la perturbación ocurrida en el instante inicial en el punto 
(42, x3, 43) origina una onda esférica con centro en este punto 
que tiene un frente delantero y uno trasero. En cambio, sim = 1 
o n = 2, la perturbación ocurrida en el instante inicial en la 
vecindad del punto (12, ..., #2) se hace sentir en general, en 
todos los puntos situados dentro de la esfera de radio t con centro 
en (29, ..., 40): Y surge uña onda que tiene su frontera delan- 
tera nítida y la trasera difusa. En este caso se dice que ocurre la 
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difusión de la onda. Para n = 3 no hay difusión. Se puede 
demostrar que no hay difusión de las ondas para las soluciones 
de la ecuación (1,13) si n > 3 es impar. 

Las perturbaciones ocurridas en una pequeña región G, de un 
cuerpo tridimensional sólido elástico, o de un gas, producen ondas 
que no dejan detrás de sí ninguna “huella”, si se supone que sus 
vibraciones obdecen la ecuación (1,12); en el caso de un gas, 
u(t, Zu, Xa x3) denota, por ejemplo, la desviación de la presión 
gaseosa respecto a la presión normal, en el punto (+1, a, +3) y el 
instante £. En cambio, las perturbaciones en un continuo bi- 
dimensional, por ejemplo, una membrana tensa o la superficie del 
agua, en una pequeña región G,, producen ondas que teóricamente 
dejan siempre detrás de sí “huellas”, si se supone que las vibra- 
ciones obedecen la-ecuación (12,12). En la práctica estas vibra- 
ciones se amortiguan rápidamente debido a la fricción, que no se 
toma en cuenta al deducir la ecuación (12,12). Del mismo modo, 
en general, queda huella al pasar una onda por un continuo uni- 
dimensional (véase el 3 del presente epígrafe). 


3. Estudio de la fórmula de D'Alembert 


Consideremos dos casos especiales que ilustran claramente el 
comportamiento de la solución de la ecuación (14,12) en el caso 
general. 

Primero consideremos el caso cuando q, (+) = 0 y el gráfico 
de qo(x) tiene la forma señalada en la parte superior de la figura 
3 (línea gruesa). En lugar de x, para abreviar, escribiremos x. 
Entonces la fórmula de D'Alembert toma la forma 


Para obtener el gráfico de u(t, x), considerada como función 
de x, para cualquier £ positivo fijo es cómodo proceder del siguien- 
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te modo: dibujar dos gráficos iguales, cada uno de los cuales se 
obtiene del gráfico de go (+) reduciendo en la mitad sus ordenadas 
(línea de puntos en la parte superior de la figura 3). Después se 

se mueve uno de estos grá- 


ficos en una cantidad + ha- 

cia la derecha, en el sentido 

positivo del eje x, y el otro 

o =] o 1 2 en t hacia la izquierda. Segui- 
damente se construye un nue- 

vo gráfico en el cual la orde- 

LAN “nada para cada valor de + es 

A a y pj 2. igual a la suma de las orde- 
nadas correspondientes al valor 

de x en cuestión en los dos 

gráficos trasladados. De este 


modo han sido construidos en 
LOS a la figura los gráficos 


RE E ¡O 
t 
u(0, x), «(3 +), 
E era 1 ; 
La ab 


(las líneas de puntos siempre denotan gráficos auxiliares y la 
línea gruesa continua los gráficos de w(t, x) para un t fijo). 


Consideremos ahora el caso cuando qo (+) == 0 


1 
1 para |r| < y 

a(z) = i 
0 para |r| > 3 
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Entonces la fórmula de D'Alembert toma la forma 
ll 
2 = tó 
ult, x) = 7 j (dd. 
A 


Para cada x fijo u(t, x) = 0, hasta que el intervalo (x — t, x + t) 
no abarque el intervalo (—3, 4), donde q, (x) 40; u(t, x) va- 
riará mientras el intervalo creciente (+ — t, x + t) vaya cubrien- 
do más y más el intervalo (— ¿, 4). Después que el intervalo 
(x — t, x + t) comprenda dentro de sí el intervalo (— 4, 4), 
el valor de #(t, x) permanecerá igual a 


R 
E 
F f oda 


Para obtener el gráfico que representa la forma de la cuerda 
para distintos £, es preferible proceder del siguiente modo. 

Denotemos por ® (z) una cierta función primitiva para qı (2). 
Entonces 


u(t, x) =3 (540 — le =i]: 


Para obtener el gráfico de u(t, x) tracemos los gráficos de las 
funciones 4 ® (x) y — 4 9 (x) y después traslademos cada uno 
de estos gráficos una distancia + a lo largo del eje O.r; el primero 
hacia la izquierda y el segundo hacia la derecha. Sumando las 


154 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 
ordenadas de los gráficos trasladados obtendremos el gráfico de 
la función «(1 x). 

En la figura 4 se muestra la forma de la cuerda en los instantes 
i=0,44 1 

El fenómeno de la difusión se refleja aquí en que un punto 
x, cuando sale de su posición de equilibrio, no vuelve más a ésta. 


d se E E 


Fig. 4 


Las funciones qo (+) y qu (x) consideradas en los ejemplos 
anteriores, o bien tienen discontinuidades las propias funciones 
(ex(+)) o bien las tienen sus derivadas [go(x)]. Por eso les 
corresponden soluciones generalizadas de la ecuación (14,12). 
Para obtener una solución de esta ecuación generalmente dos 
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veces continuamente derivable es suficiente hacer variar un poco 
los gráficos de las funciones go (+) y qu (+). de manera que se 
obtengan gráficos de funciones con segunda derivada continua. 
Para la función q. esto se puede hacer de manera que la ordenada 
de qo (+) varie poco en todas partes. Entonces la solución co- 
rrespondiente de la ecuación (14,12) también variará poco. Al 
sustituir g,(x) por una función suave, podemos proceder de ma- 
nera que ® (+) varíe tan poco como se quiera. Entonces u(t, x) 
también variará poco en todas partes. 


$ 14. TRANSFORMACIÓN DE LORENTZ 


Fu Fu 
1. En el $ 1 hemos señalado que la expresión — + 

xi 49 
42 37 6$ la única, con exactitud hasta un factor constante, com- 


en r 
binación lineal de las segundas derivadas que no cambia de forma 
con la rotación del espacio, es decir, con una transformación 
ortogonal cualquierá de las coordenadas 71, ra, a La ecuación 
de ondas 


Du gu 
de am 


=0 (1,14) 


también está relacionada muy estrechamente con una cierta clase 
de transformaciones lineales de las variables (f, xı, x2, 41) con 
coeficientes reales constantes, que no cambia la forma de esta 
ecuación, Estudiémosla con más detalle, 
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Se llama transformación de Lorentz de las variables Zo, Xir Xy Xs 
a toda transformación lineal homogénea de estas variables con 
coeficientes reales de la forma 


a 


=) a (i = 0, 1, 2, 3), (2,14) 


1. 


que no altera la forma cuadrática 


O e e 
s—a—a 


(3,14) 


es decir, en las nuevas variables esta forma se escribe así: 


A A%= Ye 


Es fácil comprobar que el conjunto de todas las transformacio- 
nes de Lorentz forma un grupo en el que la operación de grupo es 
la superposición de las transformaciones (sustitución). En particu- 
lar, es fácil ver que la aplicación sucesiva de dos transformaciones 
de Lorentz es también una transformación de Lorentz. 


Planteemos la fórmula para una clase especial de transforma- 
ciones de Lorentz. Consideremos la transformación que no altera 
dos de las tres últimas coordenadas (espaciales). Esa transfor- 
mación tiene la forma 


Yo = axo + btu 
Jı = Cto + dzy (4,14) 
xa 
Lo. 


En 


Para esta transformación debe cumplirse la identidad 
NN A 
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Sustituyendo yo e y, de las fórmulas (4,14), tenemos 
(aro + bai)? — (exo + des)? == 13 — si. 


De aquí 
ee 
b — d (5,14) 
ab — cd 


Estas ecuaciones se satisfacen si ponemos 
1 
a = d = ———, 
1—p 


donde [B| < 1. 


Entonces obtenemos las fórmulas para una cierta clase de 
transformaciones de Lorentz 


otêr 


(6,14) 


Las fórmulas (6,14) son muy importantes ya que demostrare- 
mos ahora que toda transformación de Lorentz es una combinación 
de una transformación ortogonal de las variables x,, xs x, que 
deja invariante xo, de una transformación de la forma (6,14) y de 
un cambio de signo de cualquiera de las variables (reflexión). 
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Supongamos que la transformación de Lorentz está dada por 
la fórmula. 
Yo = Mosa + 00181 + Aga? + Gosta, 
Yı = Mioto F anti F Maë: F lists, 
Y2 = Ao lo + Ant, + z2 F Ursis, 
Ys = Asoo + O31 1 + s282 H Assa. 


(7,14) 


Si al menos uno de los números 40,, aoz, Gos €s distinto de cero, rea- 
lizamos una transformación ortogonal de 2, £, 2, a 4,4%, 2 
de manera que se cumpla la igualdad 


amti F Oost: + dota = axt. 


Si, además, hacemos +” igual a *,, tendremos evidentemente que 
esta transformación de x, X, %,, Y, Zy, Y 4%, 4, es una 
transformación de Lorentz. Sustituyendo en el miembro derecho 
de (7,14) las variables x’, a, x/, x’ obtendremos 
o= aut, ox, 
N=0,%, Hb r H bur, H bt, 


ED HO, a 
P= apt H bpr H bnt H Dat» re 
B= apt t bur H but H Dats. 


Demostremos que a* < až, . En efecto, como que (8,14) es una 
transformación de Lorentz, 


A e G A 


de donde 
KER HRS Har Hrg rty (914) 
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Hagamos yo = 0. Entonces y = — = a”, y la identidad (9,14) 
se reduce a una identidad respecto a tres variables 


a 


A (1E ) etapta 


A 
A 

El miembro derecho es positivo para x, 4, x, cualesquiera 
siempre que x’? + 4% 4 4”? > 0, ya que de yo = yı = y= 
= 0 se deduce que ro = 01 = #3 = 4, = O. Por eso debe 


cumplirse de 
1 —>0, 
es decir, a? < aë,» w 
a a sa 
Hagamos —— = ¿ y realicemos la transformación de Lorentz 
dow 


del tipo (6,14) 


(10,14) 


Es evidente que Ju, Yı, Ya, Ys están relacionadas con 4”, 42, 47, 
«+ mediante una transformación de Lorentz de la forma 


Y= cay, 
TN 
P= eai H Ent H ed o, 


DE ES H Caty H Cata a 


donde, como es fácil calcular, c = + Vag — a. 
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Si dor = aoz = dos = 0, el sistema (7,14) tiene ya la forma 
(11,14). 
Hallemos los valores de los coeficientes c, Cio, Czo, Cao. 
Haciendo 4% = 1, 4? = x? = 2” = 0, obtendremos 


*= 


J= Cwm Ya = Cm Ys = Cw. 


De aqui 1 = ë — e, —A4—4yc>l. 


a] 


Haciendo yo = 1, yı = ya = ys =0, hallamos que +7 = 


R A . e e T 
y Ki, xl, a77 tienen ciertos valores determinados Z”, X, F. 


De aquí 
1 a e: wa, 1 
Le ¿ZA 


es decir, c* < 1. 
Por lo tanto, e* = 1 y volviendo a la igualdad 
1 


a 
3w? 


S A R 
o i a 


vemos que C19 = Cz = Cs = 0. Por lo tanto, la transformación 
(11,14) tiene en realidad la forma 


p=, 
Enti Henti + Cnt, iin 
Enti H etH Cnt i 


Eat H Cnty Heni 


Cambiando, si es necesario, el signo de la coordenada 4% obtendre- 
mos una transformación de Lorentz que es simplemente una 
transformación ortogonal de las variables 47, 47, 4 a yı, Y2, Ys- 


ECUACIONES HIPERBÓLICAS 161 


Vemos de ese modo que la transformación de Lorentz más 
general (7,14) que transforma las variables z; en y; es el resul- 
tado de las siguientes transformaciones sucesivas: una ortogonal 
que transforma xv; en xí ; una transformación de Lorentz de tipo 
especial (6,14) que transforma x en «7; eventualmente un cam- 
bio de signo de +” y, finalmente una transformación ortogonal 
de a” en yp i = 1, 2, 3. 

Si trasponemos la matriz de cada una de estas transformacio- 
nes intermedias, obtendremos de nuevo la matriz de una transfor- 
mación del mismo tipo. De aquí se desprende que la traspuesta 
de una matriz de una transformación de Lorentz es una matriz 
de una transformación de Lorentz. De la definición de transfor- 
mación de Lorentz se deduce también que la transformación 
inversa a la de Lorentz es también de Lorentz. 


2, Demostremos ahora el resultado fundamental que aclara la 
estrecha relación de las transformaciones de Lorentz con la ecua- 
ción de ondas. 


Teorema. Toda transformación lineal no degencrada de las 
variables t, xı, X2, xa con coeficientes reales, que no altera la forma 
de la ecuación (1,14), es la combinación de una transformación 
de Lorentz, de una traslación del origen de coordenadas en el 
espacio (t, 1, Xz, xa) y de una transformación de semejanza en 
este espacio. 


Para abreviar, hagamos t = xo. 


La frase “una transformación que no altera la forma de una 
ecuación” la entendemos del siguiente modo: cualquier función 
u(xo, #1, Xa, 13) (con segundas derivadas continuas) que satisfaga 
la ecuación 
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después de la transformación de r; en y; se transforma en la 
función (Yo, Yı Ya, Ys) que satisface la ecuación 


(13,14) 


De aqui se deduce que cualquiera que sea la transformación de 
este tipo que se aplique a una función arbitraria u (Xo, 41, Ye, 42) 
se cumple la igualdad 


Du 


a 


(14,14) 


donde k 7 0 es una cierta constante. En efecto, en el caso general 
tenemos 
2 
Du du Du du Du 
z eSa zm 2 Mi 
d 0% 0% 0% Drdy 
ven 


(15,14) 


y si suponemos que 


. 
D'u qu D'u den Du 

A k p x 
2 U gaan a a DA 


ijo g 


llegaremos a una contradicción con el hecho de que toda solución 
de la ecuación (1,14) se transforma al cambiar las variables en 
una solución de esa misma ecuación. En efecto, en este caso se 
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puede escoger un sistema de números 13, = 12, que verifiquen 
las dos ecuaciones lineales 


: 
$ A, =L, (16,14), 


1, — 49, — 40, — 2, = O. (16,14), 


plen las igualdades 


Qu 
Bray T 


En virtud de (16,14), esta función satisface la ecuación (1,14) 
y, sin embargo, después de una transformación de las variables 
no satisface la ecuación (13,14) como se desprende de (16,14), 
y (15,14). Por ló tanto se verifica (14,14). 


Realicemos la transformación de semejanza 


- (1=0,1,2, 3); 


vilki 


entonces 


o ou 
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Por lo tanto, es suficiente demostrar que la transformación 
. 
K= y ay (i=0,...,3), (17,14) 
a 


que no varía el módulo de la expresión diferencial 


A TATIANA GR 18,14 

dx dx dr dx ( ) 
es una transformación de Lorentz, es decir, no altera la forma 
cuadrática 


E P” F 
se EA ay 


(19,14) 


Pero esto se desprende del resultado demostrado en el § 5, según 
el cual para una transformación lineal de las variables indepen- 
dientes de la forma (17,14), la expresión 


s 
Dera 
WMA 
DAZA 
iJ=0 
se transforma igual que la forma cuadrática de estas variables 
a 
Cija Es , 
izo 


al aplicarle la transformación 


, 
Y = y an (G=0..., 3). (20,14) 


ECUACIONES HIPERBÓLICAS 165 


Como que la transformación (17,14), con exactitud que incluye 
el signo, no cambia la forma de la expresión (18,14), la trans- 
formación (20,14), con la misma exactitud, no cambia lá forma 
cuadrática (19,14). Pero en virtud de la ley de inercia tampoco 
el signo de (19,14) varía para ninguna transformación lineal con 
coeficientes reales, y es por eso que la transformación (20,14) 
y su inversa son transformaciones de Lorentz. De acuerdo con 
lo establecido en el subepígrafe 1, la transformación inicial (17,14) 
es una transformación de Lorentz, ya que su matriz es traspuesta 
de la matriz de la transformación de Lorentz (20,14). 


Por lo tanto, toda transformación lineal homogénea que no 
cambie la forma de la ecuación (1,14) es combinación lineal de 
una transformación de semejanza y una transformación de Lo- 
rentz. Por último, es evidente que un traslado del origen de 
coordenadas tampoco altera la forma de esta ecuación, es decir, 
el teorema queda demostrado completamente. 


3. Mediante una transformación ortogonal de las variables 
Xi, Xa xa podemos transformar cualquier hiperplano que pase 
por el origen de coordenadas en el espacio ft, £u Ya, Ya y que 
forme con Ot un ángulo mayor de 459 (y solamente hiperplanos 
de este tipo) en el hiperplano 


t = Par, donde |B| < 1,% 


30 Supongamos que la ecuación de ese hiperplano está dada en la forma 
At+ Bx, + Cx, + Dr, = 0, donde B? + C? + D? = 1. Entonces el 
coseno del ángulo a, entre la normal al hiperplano y el eje Ot es igual a 


1 
y la tangente de este ángulo es igual a z. Si la normal al hiper- 


va +1 
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y una transformación de Lorentz (6,14) permite transformar 
ese hiperplano en el hiperplano coordenado £* = 0. Por lo tanto, 
siempre podemos transformar cualquier hiperplano en el espacio 
(f, £u, Xa, 13) que forma con el eje Ot un ángulo mayor de 45% 
en el hiperplano £ = O mediante una transformación lineal de las 
variables que no altere la forma de la ecuación (1,14). Esto, 
permite resolver el problema de Cauchy para la ecuación (1,14), 
cuando las condiciones iniciales vienen dadas no en el hiperplano 
t = 0 sino en cualquier hiperplano TI que forme con el eje Ot 
un ángulo mayor de 45° o, lo que es lo mismo, en cualquier 
hiperplano II que corte cada uno de los conos característicos de 
la ecuación (1,14) por una de sus hojas o solamente en el 
vértice, En efecto, al dar en una región cualquiera Go situada 
sobre II una función w y su derivada en cualquier dirección que 
parta del plano IT, damos en la región Go las primeras derivadas 
de u en cualquier dirección del espacio (t, 41, 2, #3), ya que 
conocer la función u en la región Go nos permite conocer en esta 
región sus primeras derivadas en todas las direcciones situadas 
en Go. Pero transformando el hiperplano II en el hiperplano 
t* = 0, reducimos la solución del problema de Cauchy dadas las 
condiciones iniciales en TI al problema de Cauchy considerado 
en el $ 12. 


plano forma con el eje Of un ángulo menor de 45°, entonces la transfor- 
mación 
Br, + Cx, + Ds, = s 


para x’ y x', escogidos convenientemente (a partir de las condiciones de 
ortogonalidad de-la transformación) convierte el hiperplano dado en uno 
de la forma 


y 1 
— g "u donde [| <A. 
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Por otro lado, es fácil demostrar que el problema de Cauchy 
para la ecuación (1,14) no estará correctamente planteado si se 
dan las condiciones iniciales en un hiperplano TI que forme con 
el eje Ot, en el espacio t, xı ..., Xa, un ángulo que no exceda 
los 45%, 

En efecto, si un hiperplano TI forma con Ot un ángulo de 
450, tiene dirección caracteristica y por eso no se pueden dar, 
arbitrariamente, las condiciones de Cauchy, incluso exigiendo de 
las mismas un mayor grado de derivabilidad en TI. 


Consideremos ahora el caso cuando II forma con Ot un ángulo 
menor de 43%, Mediante una transformación ortogonal “y una 
traslación paralela en el espacio (+1, #2, +3), siempre se puede 
lograr que el hiperplano II tenga la ecuación 


be + x = 0, donde [$] < 1. 


Además, con esta transformación no se altera la forma de la 
ecuación (1,14), como ya se ha señalado, Utilizando ahora la 
transformación de Lorentz se puede conseguir que al hiperplano 
II corresponda la ecuación 


a =0, 


sin alterar la ecuación (1,14). 
Consideremos en el hiperplano x¥ = 0 las siguientes condi- 
ciones de Cauchy: 
u(i, 0, xt, 2) = olat), 


(21,14) 
WEC, O, 37,23) = (12). 
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Si hallamos una solución 4(+*, +*) de la ecuación 


g'u Du 
IS 
que satisfaga las condiciones 

u(0, a = gor), 


O, 2) = alr), 


(22,14) 


la función u(x¥, x7) satisfará la ecuación (1,14) y las condicio- 
nes (21,14). Si tomamos en vez de las condiciones iniciales 
(22,14) las condiciones (2,8),, (2,8)z, que fueron utilizadas en 
el ejemplo construido por Hadamard, se demuestra fácilmente 
que el 'problema de Cauchy para la ecuación .(1,14) con las con- 
diciones iniciales en el hiperplano +, O no está correctamente 
planteado. 


$ 15. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS DE LA 
TEORÍA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD 


El principio especial de la rel d consiste en que en todos 
los sistemas inerciales de referencia*! todas las leyes de la natu- 
raleza tienen una misma forma, Más exactamente, en todos “los 
sistemas de referencia, todas las leyes de la naturaleza pueden 
ser planteadas mediante las, mismas ecuaciones. En' particular, 
en todos los sistemas de referencia la velocidad de la luz es la 


31 Se llama «sistema de referencia a las coordenadas espaciales que 
sirven para indicar el lugar y al reloj que sirve para indicar el tiempo. 
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misma y no depende de la dirección en que se propaga. Para 
abreviar las denotaciones, supondremos que es igual a 1. 


Un 'sistema de referencia se llama inercial, si en este sistema 
todo cuerpo se mueve lineal y uniformemente siempre que no 
actúen sobre él fuerzas exteriores. De esta definición se deduce 
que un sistema de referencia que se mueva uniforme y linealmente 
respecto a un sistema de referencia inercial, también es inercial 
y, viceversa, dos sistemas inerciales cualesquiera se mueven el uno 
respecto al otro lineal y uniformemente. 


Nuestro objetivo es encontrar la relación entre las coordenadas 
espacio-tiempo para dos sistemas inerciales de referencia £’ y 4”, 
cuando el sistema 4” se mueve uniforme y linealmente respecto 
al otro sistema, de referencia 4” con una velocidad f cuyo valor 
absoluto es menor que 1, 


Puesto que el espacio y el tiempo se suponen homogéneos e 
isotrópicos, aceptaremos que la relación buscada es lineal y que 
sus coeficientes dependen sólo de f. Las coordenadas espacio- 
tiempo de 4” las designaremos por (£, x , x%,, 4) y de 4” por 
(0%, At, 2%, 47). A veces para abreviar escri 
de Y y x” en lugar de t”. 


remos x”, en lugar 


Sea pues 


n= 4074 (=0123. (118) 


o 


La búsqueda de la relación entre las coordenadas (t, +% , 2%, 27) 
y (1, afl, 4, 4) se basará exclusivamente en que la velocidad 
de la luz en los sistemas de referencia A’ y A” es constante. 
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La propagación rectilínea de una onda luminosa plana cn el 
espacio (4%, 2%, 4) la describimos mediante una furición no 
constante 


Flat! + awi + as, + ast), (2,15) 


cuyas superficies de nivel se desplazan perpendicularmente al 
plano ax, + ar, + a,x = const, con velocidad 


do 


Vapa+ 


que según la suposición es igual a 1; ao, d,, az, as son ciertas 
constantes, De aquí se desprende que 

a=a+a+ao (3,15) 
Como la velocidad de la luz en el sistema de referencia A” de 
coordenadas (”, 47, «7, x7 también debe ser igual a 1 encontra- 
mos, pasando de las coordenadas + a las coordenadas //, que la 
expresión a, + as, + ax, + agx, se transforma en 
a aa ad y 
=a? p ap az. (4,15) 


Demostremos que las coordenadas 1”, a”, Xi, X, se obtienen de 
, x,, 2%, x mediante una transformación de Lorentz y un tras- 
lado del origen de coordenadas. Mediante un traslado del origen 
podemos sustituir las coordenadas 1”, 47, x”, 4” por las coorde- 
nadas £, i, #2, Za que están relacionadas con Y, 4%, +, 2% me 
diante las ecuaciones lineales homogéneas 


s =J on (7% G=0,1, 2 3). (5,15) 


20 
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Supongamos ahora que la función f(a, + ag, + 0,% + 
+ 2,17) se transforma en la función f(0x, + ax, + dx, + 
+ aíx,). Si los números do, dı, dz, as satisfacen la relación 
— az =0, los a, a? , a, a satisfacen la relación 
análoga a? — a — a — a? =0. Aquí (do, 01, da, 03) es 
un sistema arbitrario de números que satisface la ecuación (3,15) 
y al,» a, af., aí es el sistema correspondiente de números después 
de la transformación (5,15). Vamos a demostrar que de aquí se 
desprende que (5,15) da la transformación de Lorentz para los 
coeficientes a;, es decir, 


A A 
EE 


E A A TN 
a — a? a =at —a 


En efecto, si las variables a; se transforman mediante la sustitución 
(5,15), en general se cumple la fórmula 


A 
¿iaa Y ku (6) a 95. 16,15) 


Demostremos primero que 


Y tua a = EP) — a — 


1/20 


— a). (7,15) 


En efecto, de 


dE kulea a = 0 (8,15) 


i 


debe desprenderse que 


ra T 
Mo a 


(9,15) 
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y viceversa, es decir, las superficies en el espacio de 4 dimensiones 
(a, a, al, a) definidas por las ecuaciones (8,15) y (9,15) 
deben coincidir entre sí. Es fácil demostrar en este caso que 
se cumple la fórmula (7,15). Por lo tanto, 


2 = KB) (0 — a? — a? — 0/3). 


Si consideramos el movimiento del primer sistema respecto al 
segundo, de velocidad -f, obtendremos análogamente 


— a? =P — a — a — at), 


de donde 
RCB). k( — 6) = 


Pero, por otro lado, puesto que los sistemas son equivalentes, 
k(B) = k(—ß) y, por consiguiente, (B) = + 1. 


Al realizar la transformación (5,15) sobre las variables #/ , las 
variables a; también se someten a una transformación lineal; por 
eso el número de signos más y menos que tiene la forma cuadrá- 
tica de a; no puede variar. De modo que k ($) = 1 y la forma 
az — a? — a? — a? no deben variar con la transformación (5,15) 
Por lo tanto, esta transformación de las variables a; es una trans- 
formación de Lorentz. La transformación lineal de. las variables 
a; correspondiente a la transformación (5,15) de las x; se da por 
una matriz inversa y traspuesta de la matriz (5,15). Entonces 
la propia transformación (5, 15) es una transformación de Lorentz 
(véase el final del 1 del $ 14), que es lo que se quería demostrar. 
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$ 16. RESEÑA DE LOS RESULTADOS PRINCIPALES 
DE LA TEORÍA DEL PROBLEMA DE CAUCHY Y 
ALGUNAS INVESTIGACIONES DE LAS ECUACIONES 
HIPERBÓLICAS GENERALES 


Hasta ahora hemos tratado del problema de Cauchy para la 
ecuación de ondas (1,12). En este epígrafe, sin realizar las de- 
mostraciones correspondientes, daremos una reseña breve de los 


resultados principales de la teoría del problema de Cauchy para 
ecuaciones hiperbólicas generales. Concentremos nuestra atención 
principalmente en ecuaciones lineales de segundo orden. 


1. La ecuación lineal 


dE du - dtu - du 
=N 4 = $ BA 
ae OD aa + pS aran Y 2 ES 
+ Bo SE + Cu + D, (116) 


donde los coeficientes Aij, Aois Bi, Bo, C y D son funciones de 
t, Xy +., Xp se llama t-hiperbólica en una región G del espacio 
(t, Xi s Xn) si se cumple la siguiente condición. Cada recta 
que pase por el origen de coordenadas en el espacio real (a, az 
«++, %) debe intersectar la superficie 


1=5 Auli tu 120) 24 Y Aali Fa 00 ta) 0 


iji $=a1 
(2,16) 
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en dos puntos reales distintos. Si æı, ...., a satisfacen la ecuación 
(2,16), la dirección del hiperplano, cuya normal es paralela al 
vector (1, a, ..., Am), es característica (véase $ 3) en el espacio 
(l, Lay oors a 


Llamemos cono característico de la ecuación (1,16) en el 
punto (1,41, 83, ieor +7) a una superficie K con un punto 
singular cónico en t= 1”, x, = +? cuyo hiperplano tangente tiene 
dirección característica en cada punto de K. 


Si 
F(t, Xi... Sad =0 


es la ecuación de la superficie del cono característico (en general 
de cualquier superficie característica (véase $ 3)), la. función F 
debe satisfacer la ecuación 


EY T Y a E E, 
ðt des dry dt que 
EEK EE 

Para cada punto (1%, +9, 2%, ..., 1%) de la región G, donde la 
ecuación (1,16) es t-hiperbólica, se tiene un cono característico 
único situado en esta región y con vértice en el citado punto, que 
intersecta cada hiperplano + = const. formando una superficie 
cerrada S, siempre que |t — {°| sea suficientemente pequeño. Este 
cono, conjuntamente con la parte del hiperplano £ = const. limi- 
tada por la superficie S, limita una cierta región K’. 


Si n = 1 el cono característico degenera en 2 líneas h y lz que 
parten del punto (1*,x%) y la base de este cono degenera èn 
segmento de la recta + = const, contenido entre los puntos de 
intersección de esta recta con las líneas } y la. 
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2. Existe un número L dependiente de n tal que para todas 
las funciones go (Ys, -.., a) Y Qı (7u =>, Ln) dadas en una 
región Go del hiperplano £ = fo, en el cual estas funciones tienen 
L derivadas continuas, existe una solución única continua, al igual 
que todas sus derivadas hasta el segundo orden inclusive, de la 
ecuación ¿-hiperbólica (1,16) que satisface Jas condiciones 


Mlos Zis ++, a) = Goli +1 Va), 
(3,16) 
ui Clo, Xir +1 En) = pla, 


a solución queda determinada de modo único por las condicio- 
nes (3,16) en todo punto (f, 41, ..., ta), si la base del cono 
característico con vértice en este punto está completamente con- 
tenida en la región Go. Designemos por G el conjunto de todos 
los puntos (t, Xa, ..., Xn). 

Si las funciones qo (1, -s £n) Y 91 (%s +->, Za) al igual 
que sus derivadas hasta -el orden L varían suficientemente poco, 
la solución correspondiente del problema de Cauchy también varía 
poco en toda la región G. Por lo tanto, el problema de Cauchy 
para la ecuación (1,16) está correctamente planteado, 


Para ecuaciones hiperbólicas lineales con coeficientes constan- 
tes que contienen solamente miémbros con segundas derivadas, 


L= [3] + 2: S. L. Soboliey demostró que para ecuaciones 


lineales generales de segundo orden L < [+] + 3; se acepta 


que los coeficientes de la ecuación satisfacen ciertas condiciones 
de derivabilidad que de antemano se cumplen si todos los coefi- 
q p! 
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cientes de la ecuación tienen derivadas continuas hasta el 


orden [+] + 2 inclusive. 


3. Diremos que para la ecuación (1,16) no hay difusión de 
ondas en la región considerada G del espacio (t, 41, +.., 7a), Si 
el valor de la solución del problema de Cauchy en el vértice 
(t, Xu, «++, £n) del cono característico depende sólo de los valores 
que toman q0 (41, +, Xa) Y Qa (ta, «++, Xn) y sus derivadas en 
la frontera de la base de este cono, cualquiera que sea la posición 
del cono característico dentro de la región G. Jn el caso con- 
trario diremos que hay difusión de ondas, Hadamard* de- 
mostró que para n par y para n = 1 siempre se tiene difusión 
de ondas. Matisson * en 1939 investigó el caso n = 3. Encontró 
que para n = 3 todas las ecuaciones hiperbólicas que no tienen 
difusión de ondas son iguales a la ecuación (1,13), salvo en ciertas 
transformaciones no esenciales; todas estas ecuaciones se obtienen 
de la ecuación (1,13) mediante las siguientes transformaciones 
sencillas ; 


a) sustitución de las variables independientes, 
b) sustitución lineal de la función u, 


c) multiplicación de ambos miembros de la ecuación por una 
función de t, X1, ..., Xm 


32 S, L. Soboliev. Algunas aplicaciones del análisis funcional a la 
física matemática, L., 1950; “colección matem, 1 (43) : 1 (1936), 39 - 72. 


3 Hadamard, Le probléme de Cauchy, París, 1932, 209 - 241. 
34 Matisson, Acta Mathematica 71, N° 3 - 4, (1939), 249. 
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Recientemente se ha demostrado que para cualquier n > 5 
e impar existen ecuaciones hiperbólicas que no tienen difusión de 
ondas y que no se reducen a la ecuación (1,13) mediante trans- 
formaciones del tipo señalado.** 


4. En este epígrafe hemos considerado hasta ahora sólo el 
caso cuando las condiciones de Cauchy se dan sobre un hiperplano 
t = const. El caso cuando las condiciones de Cauchy se dan sobre 
cualquier superficie se reduce a este caso especial mediante una 
sustitución de las variables independientes, siempre que los conos 
característicos con vértices suficientemente próximos a esta su- 
perficie la intersecten según superficies cerradas de (n — 1) 
dimensiones. 


5. La ecuación no lineal 


Pu 
"amar 0 arar” 


) (4,16) 


se llama, en una región G del espacio (t, 45, ..., £a), thiperbólica 
cerca de cierta función no(t, Ya, ..., nm), dada en la región G, si 
en esta región es t-hiperbólica la ecuación lineal 


Du 
dt 


dtu Du 
Ao; ; 5,16, 
aa + y a 9 


35 Stellmacher, Math. Annalen 130 : 3 (1955), 219 - 233. 
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donde 4i; son las derivadas parciales del miembro derecho de la 


ecuación (4,16) respecto a ae calculadas para 
ridt; 
u m toll, u coss Xa) 


HSD A A a 


Para la ecuación no lineal (4,16) el problema de Cauchy está 
correctamente planteado si para t = ts las condiciones dadas 
Sa) 
alt...) Fa), 


ulto +, 
10 (lo, a, 


son tales que la ecuación (5,16) será t-hiperbólica cerca de la fun- 
ción tolt, Pa, 0.0, En) = Pol Ar, aer En) + (1— to) lEn e 41m). 
S. L. Soboliev demostró* que para una ecuación no lineal hiper- 


bólica L < [7) + 4, suponiéndose que la función F que figura 
en el miembro derecho de la ecuación (4,16) tiene derivadas con- 


n 
tinuas respecto a todos los argumentos hasta el orden [+] +3. 
L 


6. El sistema de ecuaciones lineales 


x 


Ny y ARRA Sat e 
i E EE a 


zz 
Jaiks 90.248, 


= filt, Xi aas £n) (1=1,2,...,0) 


3 S, L. Soboliev, Actas de la AC de la URSS, N? 2 - 3 (1938), 
79 — 83; Algunas aplicaciones del análisis funcional a la física matemática, 
L, 1950. 
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se llama t-hiperbólico en el punto ($, 42, ..., 45) si para'cuales- 
quiera valores reales a;, la suma de cuyos cuadrados es positiva, 
el determinante 


y ALA, a, 


tiene sólo raíces reales y distintas de A. Análogamente se define 
un sistema no lineal t-hiperbólico cerca de una cualquiera de sus 
soluciones, 


2) Mata... e 


Se ha demostrado que para los sistemas hiperbólicos el pro- 
blema de Cauchy está correctamente planteado.*” 


Para las ecuaciones con coeficientes constantes la definición de 
hiperbolicidad fue generalizada por Gárding del siguiente modo. 


Una ecuación 
> ITA A 
Y 


Ok, tk, 4... +2, Qm 


En), en 


se llama hiperbólica respecto a la dirección (E, En, . 


la cual las E, son reales y y E>0 si 
iea 


31 I.G, Petrovski, Colección mat, 2 (44) (1937), 815 — 870, Véase 
también Leray, Hyperbolic differential equations, Princeton, 1953; L. 
Gárding, Matemática (traducciones), Literatura extranjera, 2 : 1 (1958), 
8l - 95, 
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y si existe un número real A* tal que 


Y Ag 1.0% H AOE + ia) a. 


2. Mn F ian)" 7 0 


para A > A* y a; reales cualesquiera. Se ha demostrado que de 
todas las ecuaciones lineales con coeficientes constantes sólo para 
las ecuaciones hiperbólicas en el sentido señalado más arriba el 
problema de Cauchy está correctamente planteado, siempre que 
las funciones iniciales arbitrarias sean suficientemente suaves y 
stén dadas en el hiperplano 


Šoro + Em +... + Eata =0.* 


En el estudio de las ecuaciones con coeficientes constantes 
desempeñan un papel importante las transformaciones de Fourier. 
Mediante las transformaciones de lourier se ha estudiado el 
planteamiento correcto del problema de Cauchy para sistemas de 
ecuaciones lineales con coeficientes constantes (o dependientes de 
t) y se han encontrado algunos propiedades cualitativas de las 
soluciones de estos sistemas. 9 


38 Gárding, Acta Mathematica, 8: 
también I. M. Gelfand yG. E. S 
ciçulo 3, Fizmatguiz, 1958 (capítulo 3). 


1-2 (1951), 1 — 62. Véase 
ov, Funciones generalizadas, fas- 


39 I, G, Petrovski, Boletin de la Universidad de Moscú, sección A, 1, 
fasciculo 7, (1938); 1, M. Gelfand y G. E. Shilov, Funciones gene- 
ralizadas, fasciculo 3, Fizmatguiz, 1958 (capítulo 3). 
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7. Para una ecuación +-hiperbólica cón coeficientes constantes 
de la forma 


A 6,16 
E Pr Aa (6,16) 


ktkt em 


han sido obtenidas fórmulas que dan la solución del problema de 
Cauchy dadas las condiciones iniciales en el hiperplano £=0.4 


Para las ecuaciones de la forma (6,16) ha sido estudiado el 
problema de la difusión de ondas que ya hemos considerado para 
la ecuación de ondas. La superficie lateral del cono característico 
de la ecuación (6,16) con vértice en el punto (1%, 4%, ..., 4%) 
divide, en general, la base del cono, situada en cl hiperplano £ = 0, 
en varias regiones. Llamaremos lacuna a una de esas regiones, 
si para variaciones cualesquiera de las condiciones iniciales (con 
tal que permanezcan suficientemente suaves) sólo dentro de esta 
región la solución del problema de Cauchy para la ccuación 
(6,16) no varía en el punto (1%, x*, ..., 3%). Si la lacuna con 
tiene la proyección del vértice del cono característico sobre el 
hiperplano £ = 0, para la ecuación (6,16) no hay difusión de 
ondas. La existencia de lacunas para la ecuación (6,16) depende 
de las propiedades geométricas (topológicas) de la superficie 


4 Herglotz, Berichte der Sächsischen Akademie 78 (1926), 93 ~ 126, 
287 — 318; 80 (1928), 69 — 114. I. G. Petrovski, Colección mat. 17 
(59) : 3 (1945), 289 - 370. 1. M. Gelfand y Z. Y. Shapiro, Logros 
de las ciencias matemáticas 10 : 3 (1955), 3 - 70. 
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para A = 1 en el espacio complejo (21, 22, ..., Sa). Se han en- 
contrado las condiciones necesarias y suficientes para la existen- 
cia de lacunas. 


El problema de la difusión de ondas y de las lacunas ha sido 
considerado también para sistemas (-hiperbólicos generales. 


8. Expongamos el siguiente método aproximado de solución 
del problema de Cauchy (método de las diferencias finitas) para 
la ecuación 

Du du Fu 


la E ar dy (me 


con las condiciones iniciales 


u(0, x, y) = q(x, y), w, (0, x, y) = y(x, y). 


Supongamos que las funciones iniciales g(x, y) y Y(x, y) tienen 
derivadas continuas hasta el cuarto orden inclusive y que están 
definidas en un cuadrado G: 


a<r<bjco<y<d. 


Tracemos tres, familias de planos paralelos en el espacio 
(bx, y): 


t=kA, k=0,1,23,..., x= mò, y= nò. 


Aquí A y 3 son ciertos números positivos. Los números m y n 
recorren ciertos valores enteros sucesivos tales que siempre 


a<m<byc<nm<d. 


411, G. Petrovski, Noticias de la AC de la URSS, serie de mat. 
8 (1944), 101 - 106; Colección mat. 17 (59) : 3 (1945), 289 — 370. 
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Para simplificar la exposición supongamos que 


a = m3, b = mè, c = mè, d = ng. 


Sustituyamos en la ecuación (7,16) w7, (kA, m3, nd) por 

u[(k—1)A, mane] + u[(k + 1)A, ma, nd] —2u(kA, md, m8) 
Ar ý 

w, (RA, mè, nò) por 

u[kA, (m + 1), 183] +u[kA, (m — 1)2, nd] —2u(kA, më, nò) 
F f 


y 1%, (RA, m3, n) por 


U[kA, mò, (n + 1)2] + u[kA, mè, (n— 1)8] —2u (kA, mb, nè) 
ES ` 


Es fácil comprobar que si u (ż, x, y) tiene derivadas continuas 
hasta el segundo orden inclusive, para A y 3 suficientemente pe- 
queños los errores que implica esa sustitución son pequeños. Des- 
pués de la sustitución la ecuación diferencial (7,16) se convierte 
en una ecuación en diferencias que denotaremos por (k, m, n). 
Dándole a (k, m, n) distintos valores admisibles, obtendremos un 
sistema de ecuaciones en diferencias. La solución de este sistema 
la designaremos por 1. 


De acuerdo con las condiciones iniciales planteamos 


u(O, ma, nd) = g(ma, nè), 


(A, mè, 13) — (0, mè, nè) 


A = (mè, 13). 


184 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


Entonces las condiciones iniciales determinarán 4(0, mè, n3) 
y u(A, mb, n3) en todos los puntos nodos para los cuales los 
correspondientes puntos (0, m3, m3) pertenecen a la región G. 
Seguidamente, planteando las ecuaciones en diferencias 
(1, m, n,), hallarernos los yalores de (24, mà, nè) en todos los 


puntos (2A, m3, nè) que sirven de vértices 4” de las pirámides 
de la forma señalada en la figura 5. 


A'(2 A, mb, nô) 


aurea [A (m+1)8, (0—)8] 


(6, mb, (n—1)8] 


LS, (1-1)5, 10] 


(A, (1416, nå] 


[A md, (r+1)9] 


l (198 
La, (18, (DÈ) (A, (m41)8, (0=1)5] 


(0, mb, nò) 
Fig. 5 


Se supone que todos los puntos [0, (m Æ 1) 3, (» = 1) è] 
están dentro del cuadrado G, es decir, que 


m+l<m<m—l, m4 1<<m—l. 
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Considerando ahora las ecuaciones (2, m, n), encontraremos 
los valores de u en los puntos. (3A, m3, n3), donde 


m+2<m<m—2, m+2<n<m—2, 


utilizando los valores hallados de w en los planos 


tah t=:ZA, 


Continuando estos cálculos, obtendremos los valores de w en 
todos los puntos (A, m3, nè) situados dentro de la pirámide con 
base G en el plano £ = 0, y cuyas caras laterales forman con este 


A 
plano un ángulo arc tg E 


Si A < 3 y è es suficientemente pequeño, se puede demostrar 
que los valores encontrados para u(kA, má, nè) difieren tan poco 
como se quiera de los valores que tiene en estos puntos la función 
u(t, x, y), que es la solución exacta del problema de Cauchy 
planteado. 


De modo análogo se determinan los valores aproximados de 
u(t, x, y) para t < 0. 

Estos mismos razonamientos nos permiten resolver aproxi- 
madamente el problema de Cauchy para ecuaciones lineales 
hiperbólicas con cualquier número de variables independientes.“ 


Numerosos trabajos se han dedicado a la solución aproximada 
de ecuaciones hiperbólicas y de sistemas hiperbólicos por el mé- 
todo de las diferencias finitas. 


42 Véase, por ejemplo, Courant, Friedrich, Levy, Logros de 
las ciencias mat. fascículo VII (1941), 147 — 160. 
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9. La ecuación 


E , 
TE = RO) A (e ata Ge A 


dy 
+ c(x, y) u + f(x, y), (8,16) 


donde k(0) = 0, k(y) es una función monótona creciente de 
y, y h(x, y) > 0 para y > 0, es hiperbólica para y > 0 y para- 
bólica para y = 0. Se ha demostrado que el problema de Cauchy 
para la ecuación (8,16) con las condiciones iniciales definidas 
sobre la línea parabólica y = 0 


ua 0) = ga), (50) = (0) (9,16) 


está correctamente planteado, si los coeficientes de la ecuación son 
funciones suficientemente suaves y se cumple la condición 


tin LEN y, 
> Vk(y) 


Se pueden poner ejemplos donde al no cumplirse esta condición 
el problema de Cauchy (8,16), (9,16) no quede correctamente 
planteado. Resultados análogos han sido obtenidos para ecuacio- 
nes con muchas variables independientes. 


10. Los sistemas hiperbólicos de ecuaciones no lineales tienen 
una amplia aplicación en la mecánica, especialmente al estudiar 
los movimientos de un gas. Muchos problemas de mecánica obli- 
gan a considerar condiciones iniciales discontinuas y “soluciones 


l. S. Berezin, Colección mat. 24 (66) : 2 (1949), 301 - 320, 
Protter, Canadian Journal oí Math. 6 : 4 (1954), 542 — 553, 
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discontinuas. El problema de Cauchy para sistemas hiperbólicos 
no lineales con condiciones iniciales discontinuas posee una serie 
de peculiaridades que no tienen los sistemas lineales de ecuaciones, 
Consideremos algunos ejemplos. Como condición inicial para el 
problema de Cauchy escojamos funciones discontinuas de la forma 


ud ly 
(x) = E Li 
ya) = f= > E FED 


Para la ecuación lineal 


o bien 


ial 


la solución del problema de Cauchy con la condición ini 


u(0, x) = q(x) (10,16) 


y la solución con la condición inicial 


u(0, +) = 4x) (11,16) 


están determinadas univocamente en todos los puntos del semi- 
plano £ > 0. En los puntos de la recta x — £ = O estas soluciones 


44 Las soluciones discontinuas de sistemas hiperbólicos lineales s 
investigado en el trabajo: Courant, Lax, Proc. Nat. Acad, Si 
i2 : 11 (1956), 872 - 876. 


han 
USA 
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Para la ecuación no lineal 
«4 =0 (12,16) 


las soluciones del problema de Cauchy con las condiciones iniciales 
(10,16) y (11,16) no están determinadas unívocamente incluso 
en una vecindad tan pequeña como se quiera de la recta £ = 0 
sobre la cual están dadas las condiciones iniciales. 


En efecto, tracemos en el espacio (1, x, w) las características 
de la ecuación (12,16) que pasan por los puntos (0, x, u(0, x) ). 
Estas características son rectas paralelas al plano (t, x).* Si 
u(0, x) = q (x), las proyecciones de estas características sobre 
el plano (t, +) cubren todos los puntos del semiplano + > 0, Los 
puntos de la región Q situados entre las rectas + — t = 0 y 
x + t = 0 se cubren dos veces por las proyecciones de estas carac- 
terísticas y además con distintos valores de u (Fig. 6). De aquí 
es fácil inferir que la solución w(t, x) en los puntos situados entre 
las rectas x — t = 0 y x + t = Q no puede determinarse univo- 
camente por la condición inicial. 


i 


Fig. 7 


de la ecuación (12,16) que pasa por el punto (0, £a 
u(0, x,)), está definida por las ecuaciones u = (0, ¥,), x = u(0, x,) 
1 + xo Véase I. G. Petrovski, Lecciones sobre la teoria de las ecua- 
ciones diferenciales ordinarias, Gostiejizdat, 1952, $ 55. 


ECUACIONES HIPERBÓLICAS 189 


Si u(0, x) = (x), las proyecciones de las caracteristicas de 
la ecuación (12,16) ), que pasan por los puntos (0, x, p(x)) en 
el espacio (t, x, 4), cubren solamente los puntos que no pertene- 
cen a la región Q (Fig. 7), es decir, la solución no puede deter- 
minarse por la condición inicial en los puntos situados entre las 
rectas x — t = 0 y z 4 t =0. 


De este modo, pará determinar univocamente la solución del 
problema de Cauchy en el semiplano £ > O para la ecuación, no 
lincal (12,16) con las condiciones iniciales (10,16) u (11,16), es 
necesario plantear el problema de Cauchy de otra manera. 


Así, para el sistema hiperbólico de ecuaciones que describe el 
movimiento unidimensional de un gas se introducen relaciones 
complementarias entre las funciones incógnitas en las líneas de 
discontinuidad. Este sistema hiperbólico fue investigado por 
Riemann.** Sin embargo, no todas las condiciones adicionales en 
las líncas de “discontinuidad señaladas por Riemann se cumplen 
para los procesos físicos reales. Las relaciones en las líneas de 
discontinuidad para el sistema hiperbólico fueron señaladas co- 
rectamente por Hugonio." Estas relaciones se pueden obtener 
resolviendo el sistema de ecuaciones que describe el movimiento 
de un gas cuando se toma en cuenta la viscosidad y la conducción 
del calor y se hacen tender a cero los coeficientes de viscosidad 
y de conducción del calor. Tomar en cuenta la viscosidad y la 
conducción del calor corresponde a introducir en el sistema de 
ecuaciones de primer orden derivadas de segundo orden que con- 
tienen como coeficiente un parámetro pequeño. 


4 B, Riemann, Sobre la propagación de ondas acústicas de amplitud 
finita Obras, Gostiejizdat, 1948, 


“L. D. Landau y E. M. Lifshits, Mecánica de. medios conti- 
nuos, Gostiejizdat, 1954. 
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Se puede determinar una solución del problema de Cauchy 
para la ecuación (12,16) establecida la condición inicial para 
t = 0, como el límite de las soluciones de la ecuación 


pa e e> 0) 


con la misma condición inicial para £ = 0. La solución del pro- 
blema de Cauchy puede ser una función discontinua. Sobre la 
línca de discontinuidad de la solución de la ecuación (12,16) se 
cumplirán las condiciones 


u(t, +0) < u(t,x—0) (1>0) 


dx i u(t, x +0) + u(t, x —0) 
a 2 f 


dx x š 
donde be] es la tangente del ángulo entre la tangente a la línea 


de discontinuidad y el eje t; u(x + 0), u(x — 0) denotan, 
respectivamente, el límite a la derecha y el límite a la izquierda, 
en el punto x, de la función u(x). 

La función u(t, +) igual a 1 six < 0, e iguala — 1 si + > 0, 
es la solución del problema de Cauchy así planteado para la 
ecuación (12,16) con la condición inicial (10,16). 

La solución del problema de Cauchy con el nuevo plantea- 
miento y la condición inicial (11,16) es la función u(t, +), que es 
igual a 1 six — t > 0, e iguala — lsi x +t < 0. En cada 
punto del semiplano £ > O situado en la región Q, es decir, entre 
las rectas x — t = 0 y x + t = 0, la función w(t, x) es igual a 
la tangente del ángulo que forma con el eje t la recta que une el 
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punto dado con el origen de coordenadas. La posición de las 
proyecciones de las características, situadas sobre esta solución, 
está señalada en la Fig. 8. La 
Tunción construida u(t, x) es 
continua para t > 0. Es inte- 
resante observar que en el plan- 
teamiento señalado el problema 
de Cauchy puede tener solución 
continua, siendo discontinua la 
condición inicial. 


Si consideramos condiciones iniciales suaves, la solución suave 
de las ecuaciones lineales hiperbólicas se determinará por las 
condiciones iniciales, en todos los puntos del semiplano £ > 0 y 
para todas las condiciones iniciales, siempre que los coeficientes 
cumplan determinadas restricciones. Para ecuaciones hiperbólicas 
no lineales la solución suave existe, como regla general, sólo en 
una vecindad pequeña de la linca donde están dadas |; 
iniciales. Debido a esto, también en las ecuaciones hiperbólicas no 
lincales surge la necesidad de considerar soluciones discontinuas. 


condiciones 


El problema fundamental al estudiar las soluciones discontinuas 
de sistemas hiperbólicos no lineales consiste en determinar la clase 
de funciones en la cual existe una solución generalizada única del 
problema de Cauchy que dependa continuamente, en un sentido 
determinado, de Jas condiciones iniciales. Esta cuestión ha sido 
bien estudiada para la ecuación general casilincal de primer 
orden.** Resulta que las propiedades cualitativas de las soluciones 
generalizadas de esta ecuación son análogas a las propiedades de 


48 O. A, Oleynyk, Logros de las ciencias mat. 12 : 3 (1937), 3 - 73; 
véase también: Logros de las ciencias mat. 14 : 2 (1959), 159 = 170. 
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las soluciones de un sistema de ecuaciones de la dinámica de los 
gases. Por eso, la ecuación casilineal de primer orden más sencilla 


Du Del o 
de de 


se llama con frecuencia ecuación modelo de la dinámica de los 
gases. 


El problema de las soluciones discontinuas de sistemas hiper- 
bólicos no lineales está aún poco estudiado.“ Este problema es de 
gran interés teórico y además tiene gran importancia en las apli- 
caciones, 


49 En “Logros de las ciencias matemáticas”, 14 : 2 (1959), 76 - 188, 
aparece una discusión de los resultados correspondientes y el planteamiento 
detallado de una serie de problemas en el artículo de I. M. Gelfand, 


Sección II 
VIBRACIONES DE CUERPOS FINITOS 


$ 17. INTRODUCCIÓN 


1. La sección anterior del capítulo 2 fue dedicada al problema 
de Cauchy. Nuestra atención principal fue puesta en la ecuación 
de ondas (1,13) que describe las vibraciones de cuerpos elásticos 
isotrópicos .y homogéneos. El estudio de la función u(t, X1, «.., Mn) 
que caracteriza estas vibraciones en los puntos (%,, z s Xn) 
para t suficientemente próximo al instante inicial se reduce al 
planteamiento del problema de Cauchy. El valor de la solución 
U(t, Xa -u £n) de la ecuación (1,13) en el vértice P(t, £i, s #4) 
del cono característico, queda completamente determinado por los 
valores de las funciones iniciales qo y q, en la base Cp de este 
cono; por eso al estudiar u(t, Y, ..., a) podemos no tomar en 
consideración la frontera siemipre que Cp no salga de la región 
donde están dadas las funciones qu y Qı, es decir, mientras Cp no 
intersecte la frontera del cuerpo. En este sentido se puede decir 
que en la sección anterior hemos estudiado vibraciones de cuerpos 
infinitos o sin frontera. 


En la presente sección vamos a estudiar las vibraciones de los 
cuerpos tomando en cuenta el influjo de sus contornos. Limitán- 
donos de nuevo al estudio de vibraciones de cuerpos isotrópicos 
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homogéneos, llegamos al problema de hallar las soluciones de la 
ecuación 


(1,17) 


que satisfagan para t = 0 las condiciones iniciales 


(0, 1, -., a) =.Qo(% ++.» 4m), } 217) 


w (O, Zis -ees £n) = AX ++» 4m), 


cuando el punto (x1, ..., Xa) pertenece a la región dada G, y 
verifiquen las condiciones de contorno dadas para todo t en la 
frontera de G. Consideraremos solamente condiciones de contorno 
homogéneas de la forma 


u=0, (3,17) 
e = (51): 
+0u=0, (3,17) 


donde g es una función continua no negativa que no depende de 
ds a n 
t y está definida en el contorno de G, y a es la derivada en la 
n 


dirección de la normal exterior al contorno de G (véase § 1). 


Algunos problemas fisicos, por ejemplo, el problema de las 
vibraciones de cuerpos elásticos no homogéneos, consisten en 
buscar para iguales condiciones iniciales (2,17) y las condiciones 
de contorno (3,17), las soluciones de ecuaciones de la forma 


y E (4,17) 


=1 
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Aquí p, pi q y f son funciones suficientemente suaves de x; y, 
generalmente, se tiene que 


p>p>0 > fio>0; 9>0. 


Como la ecuación de ondas (1,17) y la ecuación (4,17) no 
varían si sustituimos + por — t, los razonamientos que hagamos 
para las soluciones de estas ecuaciones con £ > 0 serán válidos 
también para t < 0. 


El problema de encontrar la solución de la ecuación (4,17) 
con las condiciones iniciales (2,17) y una de las condiciones de 
contorno (3,17) se llama problema mixto. Toda la presente sec- 
ción del capítulo 2 está dedicada a este problema. 


2, El problema mixto no es el único problema que se puede 
plantear para la ecuación (1,17) o (4,17) en una región acotada. 
En la práctica frecuentemente aparecen otros tipos de problemas 
para estas ccuaciones. Veamos una serie de esos problemas para 
la ecuación sencilla 


(5,17) 


1) Problema de Gursat, Hallar la solución de la ecua- 
ción (5,17) a partir de sus valores en dos trozos de las carac- 
terísticas, 


En el segmento OA (fig. 9) de la característica + + x = 0 


u(t, x) = q(x). 


En el segmento OB de la caracteristica t — v 


u(t, z) = (r). 


196 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 
Para que la solución sea continua debe cumplirse la condición 
(0) = y(0) 


(S. L. Soboliev, Ecuaciones de la física matemática, Gostiejizdat, 
1954, pp. 63-67). 


2) Hallar la solución de la ecuación (5,17) si se conocen sus 
valores en el segmento OB de la caracteristica t = x y en la linea 
L que sale del punto O, se encuentra dentro del ángulo formado 
por las caracteristicas t = + x y se corta con cada caracteristica 
t = x + C en un solo punto (fig. 10). 


El lector puede resolver fácilmente estos problemas utilizando 
la representación de la solución (5,17) en la forma 


u(t, x) = filt + x) + fa(t — x) 
(véase el ejemplo 1 del § 6). 


La solución en ambos casos se determina en el rectángulo 
formado por las características, que pasan por los extremos de 
las líneas en las cuales están dados los valores de la función w. 
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3) Dados los valores de la función u(t, xr) en las dos líneas 
L y L, (que supondremos rectas, para simplificar) que salen del 
origen de coordenadas, se presentan dos casos esencialmente dis- 
tintos; a) cuando L y L, están dentro de un mismo ángulo 
formado por las características que salen del punto Oy b) cuando 
L y L, están separadas por una característica, 


En el primer caso, para determinar la única solución de la 
ecuación (5,17), es suficiente dar los valores de la propia función 
u(t, x) en las líneas L y Lı; mientras que en el segundo caso, 
para una de las líncas es necesario dar “las condiciones de Cau- 
chy”, es decir, los valores de la propia solución y de su primera 
derivada en la dirección de la normal a esta línea (véase Gursat, 
Curso de análisis matemático, tomo JII, primera parte, GTTI, 
1933, pp. 100-112). 


3. Nuestras consideraciones ulteriores serán aplicables, en la 
mayor parte de los casos, para un # cualquiera. Para mayor 
comodidad, en las deducciones y en las figuras, realizaremos mu- 
chos razonamientos sólo para » = 2 y n = 1, indicando especial- 
mente los enunciados para otras n sólo en los casos que difieran 
esencialmente. 


Suponiendo, comio acabamos de decir, que n = 2, considerare- 
mos soluciones u(t, x,, 42) de las ecuaciones de la forma (1,17) 
o (4,17) para 0 < t < T, cuando el punto (x,, x2) se encuentra 
dentro de la región G acotada por la línea 1 formada por un nú- 
mero finito de arcos h con tangente que varía continuamente, 


O en otras palabras: suponiendo que # = 2, consideraremos 
las soluciones u(t, +1, +) de las ecuaciones (1,17) o (4,17) de- 
terminadas dentro del cilindro C, cuyas generatrices son paralelas 
al eje Ot y pasan por la frontera de la región G situada en el 
plano t = 0, y cuyas bases se encuentran en los planos t = 0 y 
+= T. En toda esta sección supondremos, sin decirlo explicita- 
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mente en cada caso, que las soluciones consideradas u(t, sı, 12) 
satisfacen la ecuación (1,17) o (4,17) dentro de C, y son conti- 


nuas al igual que sus primeras y segundas derivadas en C, cs 
decir, en el cilindro C, y en su frontera. 


$ 18, UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN DEL 
PROBLEMA MIXTO 


Sean i(t, x1, X2) y ualt, 71, x2) dos soluciones de la ecuación 
de D'u on 
T Þe 
Ci da”, 


s (1,18) 


determinadas en el cilindro C,, que tienen todas las propiedades 
indicadas en el epigrafe anterior y son soluciones de un mismo 
problema mixto, es decir, supondremos que para £ = 0 satisfacen 
las mismas condiciones iniciales (2,17) y en la superficie lateral 
del cilindro C, verifican las mismas condiciones de contorno, uno 
de los tipos (3,17). Nuestro objetivo es demostrar que las fun- 
ciones u(t, Xi, t2) y uz(t, 41, 72) coinciden en todo punto dentro 
del cilindro C,. La demostración de esta afirmación es equiva- 
lente a la demostración del siguiente teorema. 


Teorema. La función 
u(t, xi, 42) = Ut, Xi, 42) — Mill, Xi, 22), 
que satisface la ecuación (1,18) dentro de C,, es continua al 
igual que sus primeras y segundas derivadas en C, satisface 
en la superficie lateral de C, una de las condiciones (3,17), en 
= O se hace nula al igual. que u, y es idénticamente mula en Cy. 
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Demostración. Consideremos la integral 


WIG-- ee dr» (218) 


tomada por el cilindro C, , donde O < 1* < T. Como la función 
u satisface la ecuación (1,18), la integral es igual a cero. Trans- 
formémosla en una integral por la superficie del cilindro C., del 
mismo modo que hicimos en el $ 11 al demostrar la unicidad de 
la solución del problema de Cauchy. Obtendremos 


MOI 


tee 


-GV EJEN] e 


-fi JE: Dos (n, pps Z cos (n, % ]4=0. 


Aquí l, como siempre, denota el contorno de la región G, ds es un 
elemento del arco del contorno. La primera integral se toma por 
la base superior del cilindro C, , la segunda por la inferior y la 
tercera por su superficie lateral. La última integral se puede 
escribir en la forma 


Á 

ou Qu 
fu f Ta” 
23 
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Obtenemos entonces 


INCA), sn da — 
NOS 


-ja PETE (3,18) 
an 


La segunda de estas integrales es igual a cero en virtud de las 
condiciones iniciales. Si en el contorno de G siempre u = 0, 
so OM Š ia 
también ¿2 = 0, y por eso la tercera integral es también igual 
a cero, Siendo esta última también igual a cero en el caso 


Qu e Qu 
en que en el contorno w 0. Si en el contorno DA +ou=0, 
n n 


esa integral se convierte en la integral 


ý 
du 1 f aae) 
-fufaa=-5 cds |Z t= 
s g od 


de fem difor (0) ds. (4,18) 
1 1 
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La última integral es igual a cero en virtud delas condiciones 
iniciales. De modo que para cada 1* entre O y £, si gn el contorno 


de G siempre u = 00 a = 0, se cumple 


EY HEJHES maza aw 


J en el contomo de G x Fiol =00 3% cumple 
> 


MOROS 


+ ifo (*) ds =0. (6,18) 
$ 


Como que a > 0, de las relaciones (5,18) y (6,18) se deduce que 
cualquiera que sea'la condición de contorno (3,17) 


[AGA], tte 0 


Como suponemos que la función w tiene todas las primeras 
derivadas continuas en C, y que £* es un número arbitrario entre 
0 y T, de la relación (7,18) se deduce que en todo punto de C, 


Qu qe qe 
d m dr 
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Es decir, u es constante en todo C, Y como (0, +1, 44) =0, 
en todo el cilindro C, 
ult, sa 12) =0, 


que es lo que se quería demostrar. 


Observemos que la integral en el miembro izquierdo de (7,18) 
es igual, salvo un factor constante, a la suma de la energía poten- 
cial y cinética de una membrana vibrante en el instante t = f* y 
que la igualdad (3,18), para las condiciones de contorno (3,17), 
y (3,17): expresa la ley de conservación de la energía (véase el 
$ 1, subepigrafe 3). 


Problema. Demuestre la unicidad en C, de la solución del 
problema con las condiciones iniciales (2,17) y las condiciones 
de contorno (3,17), para la ecuación (4,17). 


$ 19. DEPENDENCIA CONTINUA ENTRE LA 
SOLUCIÓN Y LAS CONDICIONES INICIALES 


Teorema. Sean m(t, x) y u(t, x) dos soluciones de la 
ecuación (1,17) para n = 1 en el cilindro Cy.“ 


Supongamos que ambas soluciones satisfacen en la superficie 
lateral las mismas condiciones de contorno, uno de los tipos (3,17) 
y que para t = 0 


m(0, £) = o9 (æ); w, (0, £) = (2); 
ualO, 1) = (2); w (O, £) = 9P (2). 


Il 


50 Es evidente que para n = 1 el cilindro C, es un réctángulo con lados 
paralelos a los ejes Ot y Ox. 
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Si las diferencias 
P(r) — Pr) = e) (i = 0,1) 


y la primera derivada de la función qu (x) tienen un valor abso- 
luto suficientemente pequeño en todo punto de G, entonces la 
diferencia 

u(t, x) — m(t, x) = u(t, x) 


es tan pequeña como se quiera en valor absoluto en todo Cp. 


Un teorema análogo se puede demostrar para las soluciones 
de la ecuación (1,17) en C, cualquiera que sea n. Pero, en este 
kaso, para asegurar que la diferencia 


Mall, Ka sees Sa) — Mall, Las coos La) = UCh Lay ooer Lu) 


sea pequeña en todo el cilindro C,, es necesario que difieran poco 
de cero en G tanto las funciones 


KO 000, 4) Y 0 LO, da 002 2), 


como sus derivadas respecto a #1, «., a hasta el orden [7] +1 


inclusive; además, es necesario que en el contorno de la región G, 
que es la base del cilindro C,, las derivadas de estas diferencias 


d . . 4 
hasta el orden E] satisfagan ciertas relaciones complementa- 


rias, que satisfacen automáticamente para n = 1. La demostración 
de este teorema para n > 1 es mucho más complicada, por eso no 
la hacemos, 


Demostración del teorema para n = 1. Consideremos 
de nuevo una integral del tipo (2,18) por el cilindro C, que ahora 


degenera en un rectángulo {0 << T, a < x < b}. Esta 
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integral sigue siendo igual a cero para todo 1* entre 0 y T. Trans- 
formándola de modo análogo al anterior, obtendremos 


NE E iia 

OE Y. 
EH, 
SE, =o 


De aquí, como a < b y 


0 Omg] do Ms 
tenemos A 
SEY a e i SgS ++ 
Si u (t, a) =00 2120 o, entonces 

e 

J ES pa Ear =0. 


61. Recordemós que 2 significa siempre la derivada en la dirección de la 
n 


normal exterior, 
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Si para x = a se cumple la condición de contorno >= + 0m=0, 
n 


entonces 

(ana pa 
"du 7 

. d = dt = 

for] as-ajega 


ES cta) caw? (0, a) 


2 2 
Tgualdades análogas se pueden escribir para x = b, si en x = b se 
bb 
impone una de las siguientes condiciones: (1, b) = a = 
=P o 
dn 


Por lo tanto, omitiendo si es necesario los sumandos negativos 
del miembro derecho de la fórmula (1,19) tenemos, para cualquier 
condición de contorno (3,17), 


ji aya mn. a< fo + e)l dr + 


+ my (a) + 099 (b). (2,19) 


Como el miembro derecho, por suposición, es pequeño, se 
deduce que también el miembro izquierdo es pequeño. Designan- 
do por e* el valor del miembro derecho +de la desigualdad 


2 Para las condiciones de contorno u = 0 ó o pge = 0 esta desigualdad 
n 


se reduce a una igualdad que expresa la ley de la conservación de la energía. 
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(2,19), hallamos que para todo 1* entre O y T y para todo x, 


<<, 
E) de<e, (3,19), 


toto 


[Es <e. (3,19): 


De la desigualdad (3,19), obtenemos, aplicando la desigualdad 
de Buniakovski, 


u(t, z) — u(1, a) | </ 1 de = 


-j lile<[fuf(i Ja] avis 


(4,19) 
Del mismo modo, de la desigualdad (3,19), obtenemos 
b 


E Pu geje fya de LSVb as. 
lfe- lj Zes fie] 


(5,19) 


Pero 


TES x) we fu 7) dr| = 


= [3 ue ae] er 
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De aquí 
b b 
|S res, 2) ds| Edif fu dr|s 


< Pe Vb — a + max |q0] (b— a). (6,19) 


Integrando la desigualdad (4,19) respecto a x entre x = a y 
x = b, encontramos 


` 
[See ELEN EEA a)| <e 0—0) (7,19) 


y estimando la integral en el miembro izquierdo de la fórmula 
(7,19) mediante (6,19), comprobaremos que los valores | (**, a) | 
son tan pequeños como se quiera para cualquier £* del intervalo 
(0, T) y para s y max | qu | suficientemente pequeños. De aquí, 
empleando de nuevo la desigualdad (4,19), obtendremos que 
| utt*, x) | es pequeño en todo el rectángulo C,, que es lo que 
sc quería demostrar. 


Observación 1. Si en uno de los extremos del segmento 
[a b], por ejemplo, para « = a, está dada la condición u = 0 
para todo + > 0, de la relación (4,19) se desprende directamente 
que | u(t, x) | es pequeño en Cp. 


Si en uno de los extremos del segmento [a, b], por ejemplo, 
para # = a, estuviese dada la condición a J aje 200 pai 
n 


ca > 0, de la relación (1,19) se deduciría que 
b 


EEL seme 


tae 
2 
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7 
S J E) +01 de + ogh (a) +80) < e 


De aquí 
ou? (1%, a) < e, 


y de nuevo, en virtud de que | w(1%, x) | es pequeño, obtendriamos 
directamente de (4,19) que también lo es puc, a) | en Cp 


Observación 2. Si n fuese mayor que 1, del mismo modo 
que en el caso n= 1, encontraríamos que al ser |w, (0, Zu, «., a) | 
du(0,x., 
Dri 


Lu(O, xa, m, tn) | y las derivadas | =j unifor- 


memente pequeños, también 
(Etl lE] 

16 

i (8,19) 


sería pequeña. Pero del hecho de que esta integral sea pequeña 
para todo £* entre O y T y de que |1(0, aa, +.) £n | también lo 
sca, es imposible deducir que | u | es pequeño en Cy. Se puede 
poner un ejemplo de una función w para la cual esta integral es 
pequeña para todos los P* considerados y que aún así en algu- 
nos puntos C, toma valores muy grandes a pesar de que 
Ju(O, xi ..., Xa) | es pequeño. Para garantizar que |u| sea 
pequeño en C, es suficiente que, además de la integral (8,19), 
sean pequeñas en + = 1* las integrales de la forma (8,19) donde 
en lugar de w figuren todas las posibles derivadas de la forma 


dtu 


rs [3] 
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y que los valores de [w(0, xs, -.., xa) [* sean uniformemente 
pequeños. Es así precisamente como se demuestra que ju] es 
pequeño en C, siempre que. 9o, p y sus derivadas respecto a 


Xu «<-> En hasta el orden[ +] + 1 sean suficientemente peque- 


ñas en valor absoluto y se cumplan ciertas condiciones complemen- 
tarias para los valores de po y q, en el contorno de G.% 


Observación 3. De la demostración del teorema se infiere 
que el mismo sigue siendo válido si en lugar de exigir que 
[1(0,x) |, [1(0,x) | y [4,(0,2) | sean uniformemente pe- 
queños, pedimos que sean pequeñas las integrales 

» 


Jus, a de y fue x) de 


; E 
y uno de los dos valores siguientes: | w(0, a) | o | (0, b) |. 
En efecto, en las desigualdades (2,19) y (6,19) hemos supues- 
to solamente la pequeñez de estás integrales y de | (0, x) |. 
Pero si, por ejemplo, | u(0, a) | es pequeño, entonces 


[u(0,+) | = | u(0, a) + fu, x) dx| < 


<|]1(0,0)) + Vb=a (5 w’ (0, 2) de)?; 


de donde se deduce que | (0, x) | es uniformemente pequeño. 


sa Esto se deduce de los llamados teoremas de imersión de S. L. Soboliev 
(véase S. L. Soboliev, Algunas aplicaciones del análisis funcional a la 
física matemática, L., 1950). 

54 Véase M. Krzyzanski, J. Schauder, Studia Mathematica, t. VI, 1936, 
162 - 189, 
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Problema 1. Demuestre el teorema de la dependencia con- 
tinua de la solución. respecto a las condiciones iniciales para la 
ecuación (4,17), si » = 1 y la condición de contorno es (3,17). 


Problema 2. Demuestre que la solución de la ecuación 


ou ð du 

a eE G. pio S t 
A CE) 

(p(2) > 0,9 > 0 y f(t, x) son funciones suficientemente 
suaves) que satisface las condiciones iniciales (2,17) y la condi- 
ción de contorno (3,17), varía en C, en valor absoluto tan poco 
como se quiera, si la función f(t, x) varía en C, suficientemente 
poco. 


$ 20. MÉTODO DE FOURIER PARA LA 
ECUACIÓN DE LA CUERDA 


1. Para resolver el problema mixto se puede aplicar en mu- 
chos casos el llamado método de Fourier. En el presente epigrafe 
consideraremos la aplicación de este método en un ejemplo 
concreto. En el siguiente, expondremos el esquema general de 
aplicación de este método a la resolución del problema mixto para 
una ecuación lineal de segundo orden con dos variables inde- 
pendientes. 


Supongamos que se busca la solución de la ecuación 


D'u _ du 


JE a (1,20) 
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que satisfaga las condiciones iniciales 
u(O, x) = g(x), 


14,(0, x) = qua), (2,20) 
0<x<! 


y las condiciones de contorno para t > 0 
u(t, 0) = u(t, 1) = 0. (3,20) 


Primero trataremos de hallar las soluciones no triviales, es 
decir, las que no son idénticamente nulas, de la ecuación (1,20) 
del tipo 


u(t, x) = T (t) X(x), (4,20) 


que satisfagan solamente las condiciones de contorno (3,20). 
Consideramos que T(t) depende sólo de £ y X(x) sólo de x. 
Sustituyendo el miembro derecho de (4,20) por u en la ecuación 
(1,20), obtendremos 


XT (5,20) 


xT o > 
T 


El miembro izquierdo de la última igualdad no depende de x y el 
derecho no depende de t. Por lo tanto cada una de las expresiones 
T x" o : 

FI + no depende ni de x ni de £, es decir, es constante. 
Designemos esta constante por — A. Entonces de la igualdad 
(5,20) se desprende que 


T” +AT =0. (6,20) 
Xx" AX =0. (7,20) 
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De ese modo la ecuación (5,20) se descompone en dos ecuaciones, 
una de las cuales contiene sólo funciones de £ y la otra sólo fun- 
ciones de x. En estos casos se dice que las variables se han 
separado. 

Para obtener una solución no trivial u(t, x) de la forma 
(4,20), que satisfaga las condiciones de contorno (3,20), es nece- 
sario hallar una solución no trivial, es decir, que no sea idéntica- 
mente nula, de la ecuación (7,20) que satisfaga las condiciones 
de contorno 


X(0) = X(l) =0. (8,20) 


Las fórmulas que dan la solución general de la ecuación (7,20) 
tienen una forma esencialmente distinta según 


1<04=002%>0, 
Consideremos por separado cada uno de estos tres casos 


Caso 1 


A <0; este caso la solución general de la ecuación 
(7,20) se escribe en la forma 


X(a) = CY 4 Ce- VT, 


Para que se verifiquen las condiciones de contorno (8,20) debe 
cumplirse 


Ct 0 y GATT Co 
Por consiguiente, debe cumplirse 


0. 


VET = -V ET, 
Kà = e . 


Pero esta última igualdad se cumple sólo si C, = 0, es decir, 
también C+ = 0. Obteniéndose sólo la solución trivial de la ecua- 
ción (7,20). 
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Caso 2 


(O. = 0). En este caso la solución general de la ecuación 
(7,20) tiene la forma 


X(x) =C, + Cor. 


Para que X(0) = 0 es necesario que C, = 0. Entonces la 
condición X (1) = 0 toma la forma Cal = 0; es decir, es necesario 
que Cz = 0. Por lo tanto, como en el caso anterior, llegamos a 
la conclusión de que solamente la solución trivial de la ecuación 
(7,20) puede satisfacer ambas condiciones de contorno (8,20). 


Caso 3 


(A > 0). En este caso la solu 
(7,20) tiene la forma 


ión general de la ecuación 


X(x) = C, cos Yk x + C: sen 


Para que se verifique la condición de contorno X (0) = 0 debe 
cumplirse 


C = 0. 
Y entonces la condición X(/) = O toma la forma 


Co sen VAL = 0 o sen YAl = 0, 


ya que si Cs = 0, obtendríamos la solución trivial. La ecuación 


sen Vil =0 


se satisface si y sólo si 


Si k 
VWAL= kx, es decir, à = E, 
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donde k es un número entero cualquiera o cero. Como suponemos 
que % > 0, k no puede ser igual a cero, Para valores negativos 
de k, à toma los mismos valores que para los k positivos con el 
mismo valor absoluto. Por eso todos los valores de % para los 
cuales la ecuación (7,20) tiene soluciones no triviales que satis- 
facen las condiciones de contorno (8,20) están dados por la fór- 
mula 
pa 


M = E, donde $ =1,2, ... (9,20) 


El problema de encontrar las soluciones no triviales de la 
ecuación (7,20) que satisfagan las condiciones de contorno (8,20) 
es un caso particular del problema conocido como “Probiema de 
“Problema de Sturm-Liouville” 
que son los apellidos de los dos matemáticos que lo investigaron, 


los valores propios” o a veces 


Los valores de 2, para los cuales nuestro problema tiene soluciones 


no triviales, se llaman valores propios y las soluciones no triviales 


de este problema se llaman funciones propias correspondientes al 


valor propio dado. En nuestro caso, al valor propio corres- 


ponde la función propia 


Xi(1) = Cr sen ST x. 


En virtud de la họmogeneidad de la ecuación (7,20), las 
funciones propias se determinan con exactitud que excluye sola- 
mente un factor constante Cy. Escogiendo de cierto modo este 
factor, se puede obligar a la función propia Xk(+) a obedecer 
una condición complementaria o, como se dice, se puede “norma- 
lizar” la función propia. 
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Es cómodo realizar esta normalización de manera que 


fx de=1 


A 


Para ello debe cumplirse 
2 
Ci = pe 
En este epigrafe aceptaremos, en lo que sigue, que 


3 k 
Xx) = V A i 


Volvamos ahora a la solución del problema mixto planteado al 
principio de este epígrafe. Sustituyendo en la ecuación (6,20) en 
lugar de A su valor A dado por la: fórmula" (9,20), obtendremos 


z3 


Pape 


De aqui 


$ ka 
Tit) = ex cos T t + Besen 


donde Ar y By son constantes arbitrarias. 
Todas las funciones 
m(t, x) = Xi(x) Tr (t) = 


= y Go 
e 


z kz kr 
i «(4 cos ¡2 £ + Ba sen 
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satisfacen la ecuación (1,20) y las condiciones de contorno (3,30) 
para Æx y Br cualesquiera. Trataremos de determinar estas cons- 
tantes de modo que la serie infinita 


2 le la 
ult, a) = Y Xala) [Ae cos => 14 Besen == 8] (10,20) 


verifique tanto la ecuación (1,20) como las condiciones de con- 
torno (3,20) y las condiciones iniciales (2,20). Empezaremos 
por las condiciones iniciales. En primer lugar, debe cumplirse que 


u(0, x) = de AX) = qx). (11,20) 
= 


Además, si la serie es derivable término a término, debe cum- 
plirse 
a l 
w(0, 4) = X T BK) = ale). (12,20) 
E 


Supongamos que las funciones go (1) y qı (x) son desarro- 
kz 
lables en series de sen => x según el segmento [O, [] y que las 


series formadas por los módulos de los términos de estas series 
convergen uniformemente. 


De la teoría de las series trigonométricas sabemos que esto 
siempre es posible, si las funciones go (+) y q. (+) son continuas 
al igual que sus primeras derivadas y si los valores de estas fun- 
ciones en los extremos del segmento [0, /] son iguales a cero. 
Supongamos que estas condiciones se cumplen. Entonces la serie 
(10,20) converge absoluta y uniformemente para 0 < r < I 
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y para todo t, ya que sen E t y cos E t no son mayores que 
1 en valor absoluto. De aquí se deduce que la función u(t, x), 
definida por la serie (10,20), es continua y satisface la primera 
condición inicial (2,20) y las condiciones de contorno (3,20). 
Pero de aquí no se puede aún concluir que esta función satisfaga 
la segunda condición inicial de (2,20) y la ecuación (1,20). Esto 
se podría afirmar, si la serie (10,20) se pudiese derivar término 
a término dos veces respecto a « y dos veces respecto a t. Y como 
se sabe, se puede derivar término a término sólo si las series que 
se obtienen de la derivación convergen uniformemente en C, 
a última condición se cumplirá de antemano para todo T, 
incluso para T = oo, si la función go tiene derivadas continuas 
hasta el cuarto orden inclusive en todo el segmento [0, 1], y se 
anula en los extremos de este segmento al igual que sus derivadas 
de primer y segundo orden, y si la función q, tiene derivadas 
continuas hasta el tercer orden inclusive en [0, /], y se anula en 
los extremos de este segmento al igual que su derivada de primer 
orden.” En este caso 


1 
de= o) y Ba o 


ciones para p, y «9, pueden hacerse menos rigidas (véase 


55 Estas 
$23). 


16 Mediante O[(n)] designamos una función p(n) tal que la razón 
v(n) 

gln) 5 
de obtener transformando los coeficientes 4, y B, mediante una integra- 
ción por partes. 


permanece acotada cuando n —> eo. Estas estimaciones son fáciles 
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2. En la práctica, al aplicar el método de Fourier, nadic se 
ocupa generalmente de que la:serie (10,20) se puede derivar tér- 
mino a término dos veces respecto a x y a t. Lo más que se exige 
es que las funciones go y q. sean continuas, al igual que sus 
primeras derivadas, y que se anulen en los extremos del segmento 
[0, 1]. Esto, como ya hemos visto, garantiza la convergencia 
absoluta y uniforme de la serie (10,20) en todo el rectángulo C,- 
Si para qo y qu dadas en el rectángulo C, existe una solución 
u(t, x) del problema considerado, que es continua al igual que 
sus derivadas de primer y segundo orden, la sucesión de sumas 
parciales S» (t, x) de la serie (10,20) converge uniformemente 
a la solución en C,. En efecto, de la teoría de las series trigono- 
métricas se sabe que la serie de Fourier, para toda función de 
cuadrado integrable, converge a la función en la media, Por eso, 
de la propia construcción de la serie (10,20) se deduce que 


1 1 
fis (0,4) — q (x) |7 dx. oy fis; (0, +) — (+) ]? dr > 0 


para k > 00. Partiendo de la observación 3 al $ 19, de aquí se 
desprende que 
Sut, 1) > ult, x) 
uniformemente en Cr. 
3. Cada yna de las funciones 
m(t, x). = X(x) Tult) = 
[Z kr 


kz ka 
/ TOT z (a cos os + Basen-—— ”) = 


i 


= Dasen E g sen E (+4) (k=1,2,3,...) 


describe las llamadas oscilaciones propias de una cuerda con extre- 
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mos fijos. Para oscilaciones propias correspondientes a k 
la cuerda emite el tono fundamental, el más bajo. Para oscilaciones 
correspondientes a $ mayores, emite tonos más altos, los “sobre 
tonos". Si la cuerda oscila según la ley 


Tth) 


emite simultáncamente tonos de distintas alturas, correspondientes 
a los distintos términos de esta suma. 


$ 21. MÉTODO GENERAL DE FOURIER 
(CONSIDERACIONES PREVIAS) 


1, El método de Fourier (llamado también método de se 
ración de variables) para la solución del problema de contorno 
mixto, es aplicable sólo a una clase especial de ecuaciones lineales 
de segundo orden, aunque cl problema tiene solución para una 
clase mucho más amplia de ecuaciones. 

En el presente epígrafe expondremos el método sin funda- 
mentar rigurosamente los resultados que se obtienen. La fun- 
damentación del método de Fourier será dada en los epígrafes 
siguientes. La fundamentación rigurosa del método de Fourier 
fue dada por primera vez por V. A, Stickloy.* 


Consideremos la ecuación hiperbólica de la forma 


a) Eco a a o g 


+ [F(t) + Fi(x)] u = 


(1,21) 


Los resultados de V. A. Stiekloy aparecen en su libro “Problemas fun- 
damentales de la física matemática”, Petrograd, 1922. 
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donde los coeficientes A, C, D, E, Fu Fz son funciones suficien- 
temente suaves y A(t) > ao > 0, C(x) < co < 0; aquí as y Co 
son constantes. La suposición de que unos de estos coeficientes 
Ou 

dx dt 
es igual a cero, define la clase de ecuaciones hiperbólicas para las 
cuales el problema mixto de “contorno puede ser resuelto por el 


dependen sólo de t, otros sólo de x y que el cocficiente de 


método de Fourier. 
Supongamos que se busca una solución de la ecuación (1,21) 
dos veces continuamente derivable que satisfaga las condiciones 

iniciales 
u(0, x) = qui), (0, x) = g(x) (2,21) 


y las condiciones de contorno 


dlon(te 0) + Bow, 0) 
¿It D + Baé (el) 


Il 


(3,21) 


donde las constantes ⁄ 
A + BLA 0. 


» Bo, Ar, By son tales que A} + B3 #0 y 


Al igual que en el ejemplo del $ 20, buscaremos primero las 
soluciones no triviales de la ecuación (1,21) que tienen la forma 


u(t, x) = T(t) X (x), (4,21) 
y exigiremos de estas soluciones que verifiquen las condiciones de 


contorno (3,21), sin ocuparnos, por el momento, de las condiciones 
iniciales. 
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Si tal solución existe, sustituyéndola en (1,21), obtenemos una 
ecuación que necesariamente deben satisfacer las funciones X(x) 
y TU) 
A(t) T” X + C(x) TX" + D(t) T! X + E(x) TX’ + 

+ 18,0) + Fa(#)] TX =0. 


Puesto que la función X(x) no es idénticamente nula, existe un 
punto xo tal que X (xo) 7% 0; para todos los £ debe verificarse la 
igualdad 
AD) T+ DH TR FO) T= 
C (+0) X” (x0) + E(ro) X’ (+0) + Fa(x0) X (xo) 
= g 
X (xo) 


=hAT, 


donde % es una constante. Del mismo modo obtendremos que la 
función X(x) para todas las x debe satisfacer la ecuación 


Cla) X” + E(x) X’ + Falr) X =X, 


donde A, es una constante, Pero en todos los puntos x y £ donde 


X(x) 0y T(t) 40 se tiene 
q" ar 
ANO + DC) -F H ED = 


— E) E Fle), (520 


y por eso hı = — 
X(x) y T(t) las 


— h; y obtenemos para las funciones 
¡guientes ecuaciones : 


Alt) T+ DC) TE FE) THAT = 0, (6,21) 
C(x) X” 4- E(x) X + Fax) X—AX = 0. (7,21) 


Il 
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Como T(t) % O, para que la función (4,21) satisfaga las 
condiciones de contorno (3,21) es necesario que se verifiquen las 
condiciones 


AX (0) + BoX"(0) = 0, 
AX) +B:X’(1) = 0. } (8,21) 


El problema que consiste en encontrar las soluciones no tri- 
viales de la ecuación (7,21) que satisfagan las condiciones (8,21) 
se llama problema de los valores propios. e problema no tiene 
solución distinta del cero idéntico (no trivial) para todo ». Los 
valores de % para los cuales existe una solución no trivial, se 
llaman valores propios de este problema y la solución no trivial se 
llama función propia correspondiente al valor propio dado. 1l 
conjunto de todos los valores propios se llama espectro del pro- 
blema dado. 


En el epígrafe siguiente se demostrará que los valores propios 
de nuestro problema forman una sucesión infinita 


May Mar eee A 


A cada valor propio A; corresponde una función propia Xi(x+) 
que, en virtud de la homogeneidad de la ecuación (7,21) y de las 
condiciones (8,21), se determina univocamente, salvo un factor 
numérico arbitrario. Escojamos este factor de manera que 


1 
fex (1) dx = 1, (9,21) 


donde p(x) > 0 es una función fija para la ecuación dada, que 
será determinada en cl siguiente epígrafe. 
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Seguidamente demostraremos que las funciones propias que 
corresponden a distintos valores propios son ortogonales con peso 
P, es decir, satisfacen las igualdades 

1 
fe Xu(x) Xi(x) de =0 para k > 1. (10,21) 


Para cada valor propio )y resolvemos la ecuación (6,21). La 
solución general de la ecuación (6,21) para A = d (designé- 
mosla por Tk(t)) es una combinación lineal arbitraria de cuales- 
guiera dos soluciones parciales linealmente independientes T% (£) 
y TP (9): 

Tilt) = CT) + CT? (t). 


Escojamos T y T#* de manera que verifiquen Jas siguientes 
condiciones iniciales para t = 0: 

0; 

1 (11,21) 


Y 


Ti(0) = 1; Ty(0) 
Ti*(0) =0; Ti"(0) 


Il 
(i 


y pongamos 
u(t, x) = Ta(t)-Xi(x). 


Las funciones m(t, x) satisfacen para cualquier % la ecuación 
(1,21) y las condiciones de contorno (3,21). 

Para satisfacer las condiciones iniciales (2,21) formamos la 
serie 


a) = XAO + BT (1220) 


224 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


Si esta serie converge uniformemente al igual que las series 
obtenidas de su doble derivación, término a término, respecto a 
t y x, entonces su suma, evidentemente, satisfará la ecuación 
(1,21) y las condiciones de contorno (3,21). Para que se cum- 
plan las condiciones iniciales (2,21) es necesario que 


» 


u(0, r) = D ArXi(a) = ql), (13,21) 
ER 

(0, +) = ` BA) = qils). (14,21) 
ra 


Suponiendo que las series (13,21) y (14,21) convergen uni- 
formemente, podemos determinar los coeficientes Am Bm multi- 
plicando ambos miembros de las igualdades (13,21) y (1421) 
por pXm (+) e integrando respecto a + en el intervalo de O al. 
En virtud de (9,21) y (10,21), obtendremos 


1 
«Im= | p(x) qo (x) Xm() dx, 
f 


“a 
Bn=f pl) qi (7) Xa(x) dx. 
$ 


Sustituyendo estos valores de los coeficientes en la serie (12,21) 
obtendremos, evidentemente, la solución de nuestro problema 
siempre que la serie (12,21) y las series, obtenidas de su deriva- 
ción término a término respecto a x y a t, hasta dos veces 
inclusive, converjan uniformemente. 
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Observación. Hemos indicado el esquema general de la 
aplicación del método de Fourier para resolver el problema mixto 
para la ecuación (1,21) ; este esquema es aplicable también en el 
caso de muchas variables espaciales, para ecuaciones hiperbólicas 
de tipo especial (véase $ 25). 


$ 22. PROPIEDADES GENERALES DE LAS 
FUNCIONES PROPIAS Y DE LOS 
VALORES PROPIOS 


1. Para estudiar las propiedades de las funciones propias y 
de los valores propios demostraremos primeramente que la ecua- 
ción (7,21) 


C(x) X” (4) + Elx) X’ (2) + Falz) X(x) —AX(x) =0 
del epígrafe anterior se puede reducir a la forma 

l$ (2) X (0) — q (x) X (4) + de (r) X (x) =0, (1,22) 
multiplicándola por una función de x escogida adecuadamente. 


En todo lo que sigue supondremos que C(+) < co < 0, donde 
co es una constante. Multiplicando (7,21) por p (+), obtendremos 
PCX” + EX" + pF:X —d9X = 0. 
Para poder escribir los primeros dos términos en la forma 
BOXY, 
debe cumplirse que 
(CY = ¢E. 
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Hallando p (r) en esta ecuación diferencial, obtendremos 


z 


LO de 
plr) = e” >0 


(hemos tomado una solución parcial de la ecuación diferencial 
para p()). Introduciendo ahora las denotaciones 


C = — P y ef 


podemos plantear nuestra ecuación en la forma (1,22). A partir 
de las suposiciones hechas se deduce que $ (1) > Po, p (+) > po 
donde po y po son constantes positivas. 


Supondremos que p(x), P'(x), g(x) y p(x) son continuas 
para 0 [r [i 


2. De modo que vamos a considerar el problema de los valores 
propios, es decir, buscaremos una solución no trivial de la ecuación 
(1,22) que satisfaga las condiciones 


AX (0) + B,X'(0) = 0, 
AX(1) + BX (1) A 
donde A? + B? #0 y A? + B? #0. 


(2,22) 


[i 


Teorema 1. Si X(x) y Xa(x) son funciones propias co- 
rrespondientes a un mismo valor A, X.(x) = cXa(x), donde c es 
una constante. 
En efecto, como X,(+) y Xa(x), por suposición, satisfacen las 
condiciones 
AX (0) + BX; (0) 


AX:(0) + BX; (0) 


0, 
0 


1l 


ECUACIONES HIPERBÓLICAS 227 


y 4} + B} æ 0, el determinante de Wronski 
Xı ES 
e E 
de las soluciones X, y Xy de la ecuación (1,22) se anula en el 


punto « =0 y, por lo tanto, las funciones X,(x) y X(x) son 
linealmente dependientes. 


En lo sucesivo supondremos que las funciones propias están 
normalizadas con peso g, es decir, han sido escogidas de manera 
que 


i 
few ELETE EN (3,22) 
E 


Una función X(x) con esta propiedad se puede obtener multipli- 
cando una función arbitraria propia X (+) por el número 


1 


y f p (+) IX (a)]? de 


Es evidente que para un valor propio. dado la función propia 
normalizada se determina univocamente, salvo el signo. 


Teorema 2. Las funciones propias correspondientes a dis- 
tintos valores propios son ortogonales con peso p (x), es decir, si 
M ħa y Xi(x) es la función propia correspondiente al valor 
propio M (i = 1, 2), entonces 


1 
f p(x) X, (x) Xa(x) de = 0. (4,22) 
a 
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Demostración. Escribamos las identidades 
(PX) — qX, + pX =0, 

(PX) — gX: + MPX = 0. 


Multipliquemos la primera por X+, la segunda por X, y reste- 
mos yna de otra, Obtendremos la identidad 


1PX Xa — [PXI] Xa + O — M) p XX: = 0. 


Integrando esta identidad entre 0 y 1, obtendremos (mediante 
la integración por partes) 


i 
| Qe — M) pX: Xa dx = 
i y t 1 1 
E sxx] = mxx | -= f xx, de + Í pXX, dr. 
o o > è 
El miembro derecho de esta igualdad es igual a cero, ya que los 


dos últimos sumandos se cancelan, mientras que 


PO) AO) XA) — X (1) Xa(1)] =0 


0 


P(O) (X460) Xa(0) — X¿(0) X1(0)] 


en virtud de las condiciones (2,22). Por eso 


i 
Í pX,X.dx = 0, 
; 


ya que M z£ dy. 
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3. ` Para hacer más sencilla la exposición ulterior nos limita- 
remos a considerar las condiciones de contorno 


X(0) =0, X() =0. (5,22) 


El problema de los valores propios será reducido en este epigrafe 
al problema de encontrar un extremo condicionado (mínimo) de 
una funcional, La funcional se escoge de manera que la ecuación 
(1,22) sea para la misma la ecuación de Lagrange-Euler.* 


Consideremos dos funcionales cuadráticas de la función X(x) 


i 
D(X) = f CPX” + qX") de, 


ñ 
HX) =f dx. 
è 


Las funcionales 
1 


D(Xy X) = $ OXX, + qX:Xı) de, 


o 


1 
H(X, X2) = f oxx de 
è 


se llaman funcionales bilincales correspondientes a las funcionales 
cuadráticas dadas. Y aquí se cumple el siguiente teorema. 


58 Véase M. A, Lavrentiev y A. Lusternik, Curso de cálculo 
de variaciones, segunda edición, Gostiejizdat, 1950. 
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Teorema 3. Si). es un valor propio del problema conside- 
rado de valores propios, y X, es la función propia normalizada 
correspondiente, para cualquier función f(x) que tiene derivada 
continua y verifica las condiciones (5,22) se tiene 


1 
D(X», f) = a fox dz = H(X, f). 
è 


Demostración. Al integrar por partes, empleando las con- 
diciones (5,22) para la función f y la ecuación (1,22), obten- 
dremos 

i 


D(Xy f) = f (PXE + qx f) de = 
o 


3-3 1 


exi] — fox —aX:lf dz =à f Xf dr = 


tl 


=H (Xx f). 


Corolario. Sea Xi(x) la función propia que corresponde, 
al valor propio à. Entonces 


D(Xi) =», D(Xi, Xy) =0, para i # j. 


D(X) 
H) (para X 50) está acota- 


da inferiormente y, por lo tanto, tiene cota inferior máxima. 


Teorema 4. La razón 
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En efecto, 
i 1 
D(X) = F (PX + qX?) de > fox di = 
è 


=f% ox a> min 
Ze setat 


als) 


plr) 


H(X). 


Si consideramos las funciones que satisfacen la condición 
H(X) = 1, para éstas estarán acotados inferiormente los valores 
de la propia funcional D(X). Y como todo valor propio 
» = D(X,), si H(X) = 1, obtenemos de aquí un corolario 
importante, Los valores propios de nuestro problema están acota- 
dos inferiormente. 


Consideremos el problema de encontrar el minimo de la fun- 
cional D(X) con la condición H(X) = 1. La clase de funciones 
admisibles será el conjunto de funciones X (+) con dos derivadas 
continuas definidas en el segmento O < v < 1 que verifican las 
condiciones (5,22). Supongamos que este mínimo se alcanza en 
la clase de funciones admisibles. Entonces la función que lo 


59 La demostración de existencia de la solución de este problema, así como 
de todos los otros problemas variacionales sobre los cuales trataremos en 
este capítulo, véase en el apéndice de I. M. Gelfand y G. A. Sujomlinov 
al libro de M. A. Lavrentiev y L. A, Lusternik “Fundamentos del cálculo 
dle variaciones”, t. 1, parte 2, (1935). 

En el cálculo de variaciones se demuestra que si exigiésemos de las 
funciones ddmisibles la existencia de derivadas continuas de primer orden 
solamente, el problema variacional tendría solución de todos modos, Su 
solución tendría obligatoriamente derivadas continuas de segundo orden y 
por eso sería igual a la solución de ese mismo problema en la clase de 
funciones con dos derivadas continuas. 
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suministra debe, como se sabe del curso del cálculo de variaciones, 


satisfacer para cierto A la ecuación de Lagrange-Euler para la 
funcional 


i 
D(X) A H(X) =f” + qX? —9X?] de = 


1 
fu X, X’) dx, 
è 

es decir, la ecuación 


a w 


que en nuestro caso es igual a la ecuación (1,22). Las condiciones 
de contorno del problema de los valores propios y del problema 
variacional considerado también son iguales. Por eso la función 
Xı(x) que suministra el extremo de D(X) bajo la condición 
H(X) = 1, es una función propia del problema inicial de los 
valores propios. Pero como siempre D(X,) = à, en virtud del 
teorema 3, es evidente que el valor propio al cual corresponde 
X1(x) debe ser el menor. Designémoslo por A. 


Demostremos que la función X(x) que suministra el mínimo 
de la. funcional D(X) en la clase de funciones admisibles que 
satisfacen las condiciones anteriores y además la condición com- 
plementaria 

1 
f PX dr = 0, 


es una función propia correspondiente a} segundo —en valor— 
valor propio. 
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En efecto, la función que suministra e] mínimo indicado debe 
satisfacer la ecuación de Lagrange-Euler para la funcional 


A 
D(X) — MUA) — a fox, X dr, 
3 


que en el caso dado puede escribirse en la forma 


UX qx tino (62) 


2. y p son ciertas constantes. 


Demostremos que p = 0, Para ello escribamos la ecuación 
(1,22) sustituyendo A por % y X por X,: 


(XIV — gX, + MPX = 0. (7,22) 


Multipliquemos (6,22) por X,, (7,22) por X, restemos uno del 
otro e integremos entre O y Z. Repitiendo la integración por par- 
tes, realizada al demostrar la ortogonalidad, y basándonos en que 


1 
faxx dr = 0. obtendremos 


de donde se deduce que 
L=0. 
Por lo tanto, la ecuación (6,22) tiene la forma 
(PX) — aX + AX 
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y X es una función propia. Designémosla por X¿(x). Demos- 
tremos que el valor propio A, que corresponde a esta función es 
el valor propio más cercano a Ay. Evidentemente X: > %,, ya que 
al aumentar el número de condiciones que se exigen de las fun- 
ciones admisibles, el mínimo de D(X) puede solamente crecer. 
El valor A no puede ser igual a 2,, ya que si lo fuera X.(x), en 


virtud del tcorema 1, sería igual a + X,(x) lo que contradice la 
1 


condición f XX dr = 0. Por lo tanto, Aa > M. 
i 
Demostremos que entre he y % no hay otros valores propios, 


En efecto, si existiese una terna de valores propios A: >A > h, 
correspondientes a las funciones propias Xs, X, Xa, es fácil ver 
que no sería la función X; sino la función X la que suministraria 
el mínimo del problema variacional que acabamos de considerar, 
de acuerdo con el corolario del teorema 3. 

De modo totalmente análogo se demuestra que la función 
Xa(x) que suministra el mínimo de D(X) en la clase de fun- 
ciones con dos derivadas continuas que satisfacen las condiciones 
(5,22) y las condiciones 

1 
HX) =L fax dd Gai 2 a 


donde X; (x) que es la función propia j-ésima, es la función propia 
que corresponde al valor propio n-ésimo en valor. 

Por lo tanto, queda dado un método para hallar sucesivamente 
los valores propios y las funciones propias. Como se demostrará 
en lo sucesivo A, > œ para n > œ y, por consiguiente, de ese 
modo pueden hallarse todos los números propios y las funciones 
propias. 
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4, Se puede señalar un método que permite buscar directa- 
mente el valor propio n-ésimo y la función propia m-ésima sin 
tener que calcular previamente las funciones propias anteriores. 
Expondremos el método mediante el siguiente teorema, 


Teorema de Courant: 

Sea qa), gala), o, @n-1 (4) un sistema arbitrario de 
funciones continuas en el segmento [O, I]. Designemos por 
Mm <<." 9-1) el mínimo de la funcional D(X) en la clase 
de funciones con dos derivadas continuas que se anulan en los 
extremos del segmento y que satisfacen las siguientes condiciones 


complementarias 
H(X) =1, (8,22) 
1 
fex dr=0 (i= 1,2, ..., n — 1). (9,22) 
> 


Entonces el n-ésimo valor propio hn del problema de los valores 
propios considerado más arriba es igual a la cota superior de los 
valores de » (Gu q -.0> 9-1) para cualesquiera funciones 


Eno Pao 
Demostración. De acuerdo con lo anterior 
A Xna) = Am 


y por eso es suficiente demostrar que para cualquier selección de 
u 
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Demostremos que para un sistema arbitrario qı, ..., Ọn-1 Se 


puede indicar una función admisible X (x) que satisface las con- 
diciones (5,22), (8,22) y (9,22) y tal que 


D(X) S da. 
De aqui se desprende que 


Am + Gu-2) < da 


y el teorema queda demostrado, 


La función X(x) la podemos buscar en la forma 


Xu) = y axis). 


kzi 


Es evidente que esta función cualesquiera que sean cz se anula 
en A O y x = l y tiene derivadas continuas hasta el segundo 
orden inclu ¡amos los coeficientes cy de manera que se 
cumplan las condiciones (8,22) y (9,22). Sustituyendo X en 
(8,22) y basándonos en que H(X;, Xx) =0 para i 7 k (propic- 
dad de ortogonalidad de las funciones propias), obtenemos 


i 
HQ) = f dr = y 4=1 (10,22) 
o 


kzi 


Las condiciones (9,22) dan el sistema de ecuaciones 


i Do ei 
fuXd=)' a f oXdr=0 =L anti 
4 


CS 
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que es un sistema de n — 1 ecuaciones lineales con n incógnitas 
¿4 que tendrá siempre soluciones no triviales. Normalizando una 
de estas soluciones mediante (10,22), escogemos la función X(x). 
Hallemos D(X): 


1 


DŽ) = Maa) Je = 


O 5% 
LON Y rexa; +4 Y rx) dr = 
e SCE 


Papan aD X) = 
Las 


K kga 


que es lo que queriamos demostrar. 


Observación. En lugar de buscar el mínimo de la funcio- 
nal D(X) con las condiciones (8,22) y (9,22) se puede buscar 
D(X) 
H(X) 


valor mínimo será el mismo; pero en el segundo caso la función 


el mínimo de la relación con las condiciones (9,22). El 


extremante será determinada con exactitiud que excluye un factor 
constante, 


bs 
so Ya que dy < Ap <- < Àn. 
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5. Para la investigación ulterior de los valores propios y de 
las funciones propias, nos será útil conocer cómo varían los va- 
lores propios al variar-los coeficientes de la ecuación (1,22) y al 
variar el segmento sobre el cual se consideran las soluciones. 


a) Al variar los coeficientes p(x) y q(x) en un sentido 
determinado, los valores propios varían en cl mismo sentido. Más 
exactamente, si tenemos dos ecuaciones 


(AX) — qX + WX =0, 


(px — aX + XxX =0, 
siendo 


px) S Pe), al) < ga), 


entonces An < 


2% donde A, y AZ son, respectivamente, los n-ésimos 


valores propios de la primera y la segunda ecuación. 


La demostración se deduce de que 
1 i 
D(X) af OX” + axe < f x” + q*X2)dx = D*(X). 
è è 


Por eso À (91... 9n-1) < (q, 
de funciones admisibles X (+) no var 


+, @n-1), ya que la clase 
y por lo tanto A, < Af. 


b) Al variar el coeficiente p (x) en un sentido determinado, 
los valores propios varían en el sentido opuesto. 

Supongamos que p (+) S p* (x) y que el resto de los coefi- 
cientes de la ecuación no han variado. Entonces para toda función 
X(x) 

D(X) = DX), y H(X) S MX). 
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Por eso 
D(X) _ DUX) 
H(X) HARO 


(11,22) 


Toda función X(x) que satisfaga las condiciones (9,22) para 
ciertas q(x), satisfará las condiciones análogas 


1 


feos: (x) X (x) de = 0, 
3 
si se toma 
x) 
- gilr). 
Œ) gila) 


De aqui y de la desigualdad (11,22) concluimos que 


Men E AA A 


Y como que ¢* (x) > p(x) > go >0, el conjunto de todas 
las (q(x), «.., quí) ) coincide con el conjunto de todas las 
(ef (2), -e $5(x)) y por eso An > Xy. 


c) Al disminuir el segmento [O, 1] los valores propios no 
decrecen. Más exactamente, si en el problema considerado de los 
valores sustituimos el segmento [0, 1] por el segmento [0, 1*] 
donde 1* < 1 y designamos los valores propios del nuevo problema 
mediante A*, entonces A$ > A,- 


En efecto, A* (91, -- -, @a-1), que juega el papel de À (qu. 
qu :1) en el nuevo problema, coincidirá con el mínimo de la fun- 
cional D(X) definida para el segmento [0, /], si además de las 
condiciones (8,22) y (9,22) imponemos a la clase de funciones 
admisibles que X(x) = 0 para *< x <L Pero al imponer 
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nuevas condiciones la clase de funciones adinisibles decrece, y el 
mínimo de la funciona] puede sólo aumentar.” 


Por lo tanto, A*(Q1, +, qn-1) > Alu ---» 9-1). Y por 
eso A 2 h,- 

Refiriéndonos al ejemplo concreto considerado en el $ 20, 
podemos deducir de aquí la relación conocida entre la longitud de 
una cuerda y la altura de su tono principal: mientras más corta 
es la cuerda mayor es la frecuencia de sus vibraciones propias 


kr 
(que es igual a T y más alto será cl sonido producido. 


6. Exactamente con el mismo método que hemos empleado 
para estudiar los valores propios de la ecuación (1,22) con las 
condiciones de contorno 


X(0) =0, X() =0, (5,22) 
se pueden estudiar los valores propios de la ecuación (1,22) con 
las condiciones de contorno 

X'(0) =0, X'(I) =0, (12,22) 


o con las condiciones de contorno 


X'(0) — oX (0) =0, X’) + 9HX(1) =0 (13,22) 


ex Si exigimos de las funciones X (x), continuas en [0, 1] al igual que 
sus primeras dos derivadas, que se anulen para /* < y < f, con ello esta- 
mos exigiendo que en + = 1” se amule no sólo la propia función X(x), 
sino también sus primeras dos derivadas, Sin embargo, se puede demostrar 
que esta exigencia complementaria no varía el mínimo de D(X) en el seg- 
mento (0, 1*). 
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donde % > 0 y 2; > 0; o bien imponiendo en un extremo del 
intervalo (0, /) una de las anteriores condiciones de contorno y en 
el otro extremo la otra. 

A continuación exponemos el teorema fundamental que per- 
mite la investigación de los valores propios con. las condiciones de 
contorno (13,22) y que es análogo al teorema del subepígrafe 4: 


Sea q (x), Qa (x), -.., 3 (1) un sistema arbitrario de 
funciones continuas en el segmento [O, 1]. Designemos por 
hs «<> qn-1) el mínimo de la funcional 


1 
fox + qX?) dr + omp(0) X*(0) + aip (l) X*(1) (14,22) 
ò 


en la clase de funciones con dos derivadas continuas que satisface 
las siguientes condiciones 


H(X) = 


t 
Jex di=0 (i=1,2,....n—1). (15,22) 
é 


Entonces el nésimo valor propio hn del problema considerado de 
los valores propios es igual a la cota superior de los valores de 
Mea <<.» qn-1) para cualesquiera funciones qu, -.., qu-a siem- 
pre que éstas sean continuas. 

Valiéndonos de este teorema podemos, como en el caso de 
extremos fijos, estudiar cómo dependen los valores propios de 
P(x), al), plx), oo oi, L 

Si tomamos como funciones qa, .-., gn-1 las primeras n — 1 
funciones propias X, ..., Xn-1 del problema considerado, enton- 
ces.la función que suministra el mínimo de la funcional (14,22) 
con las condiciones (15,22) es la n-ésima función propia de este 
problema, y el mínimo de la funcional es su »-ésimo valor propio. 
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Si s = 0 y o = 0, tenemos el problema de Jos valores propios 
para la ecuación (1,22) con las condiciones de contorno (12,22). 
En este caso la arésima función propia suministrará el mínimo 
de D(X) en la clase de funciones con dos derivadas continuas 
que satisfacen las mismas condiciones 


ý 
H(X) =1, foxxiz=0 a EE E A 
a 


donde X,, ..., X»-1 son las primeras funciones propias de este 
problema, al igual que en el caso de los extremos fijos, Pero 
ahora no se exige de las funciones admisibles que verifiguen cierta 
condición en los extremos del intervalo (0, 1). La función que 
soluciona este problema variacional satisface automáticamente las 
condiciones (12,22). Este es el “problema libre”. Corresponde 
a vibraciones de una cuerda libre, es decir, cuyos extremos no se 
han fijado. Recordemos, sin embargo, que cuando decimos que 
una cuerda no está fija en Jos extremos, queremos decir, sola- 
mente, que sus extremos pueden moverse arbitrariamente sobre la 
recta perpendicular a la posición de equilibrio de la cuerda, pero 
de ningún modo que los extremos puedan acercarse a lo largo de 
la posición de equilibrio. 

Si de las funciones admisibles no se exige la continuidad en 
ningún punto interior c del intervalo (0, £), la clase de funciones 
admisibles aumenta; A (Q1, qa, .- -» 2-1) y, Por lo tanto, también 
Am sólo pueden disminuir, El tono correspondiente, emitido por 
la cuerda, bajará. Esto corresponde a una rotura de la cuerda 
en un punto interior c. Entonces los extremos de ambas partes 
de la cuerda, permaneciendo sobre la misma -recta perpendicular 
a la posición de equilibrio de la cuerda, pueden moverse libremente 
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por esa recta, La función propia correspondiente X, tendrá en 
el punto c una discontinuidad de primer tipo; además tendremos 


Mile + 0) = 0 y Xe — 0) = 0. 
De lo anterior se deduce que los tonos de la cuerda en este caso 


bajarán en comparación con fos tonos respectivos de la cuerda 
entera. 


condiciones de 
sos se pueden 


7. Nos limitaremos de nuevo a considerar las 
contorno de la forma 2), ya que en los otro: 
aplicar razonamientos completamente análogos. 


Hagamos un estimado de An respecto a 1. Designemos los 
máximos de las funciones p(x), q(x) y p(x) en cl segmento 
[0, 1] mediante pmax, qmaxs Y fimo respectivamente, y los mínimos, 
mediante fiin, Quin Y Pm y consideremos además de la ecuación 


(1,22) dos ecuaciones con coeficientes constantes 


Pas N” — Quer X + Maia X = 0, (16,22) 
PiX” — Guin X E Ax X = 0, (17,22) 

De los resultados del subepígrafe 5 se deduce que 
EA (18,22) 


donde Ña y %u son, respectivamente, los n-ésimos valores propios 
de las ecuaciones (16,22) y (17,22). Pero las ecuaciones (16,22) 
y (17,22) se integran en forma finita y los valores Ña y An pueden 
ser calculados exactamente. Resolviendo, por ejemplo, (16,22) y 
encontrando una solución parcial de esta ecuación a partir de las 
condiciones X (0) 1) = 0, obtendremos 
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De aquí Ñn = Cin? + Ca, donde C, y Ca no dependen de n. Aná- 
logamente 
Da = em? + a, 


Sustituyendo estos valores en (18,22), obtendremos 
en? + ca S An S On? + Cae (19.22) 


De aqui se deduce, en particular, que los valores propios crecen 
ilimitadamente cuando n => 00. 
8. Estudiemos ahora el comportamiento de las funciones pro- 


pias cuando n crece, Para ello simplifiquemos la ecuación (1,22) 
mediante la sustitución 


1 
yr) 
Busquemos las funciones g(+) > 0 y Y(x) > 0 de manera que 


la ecuación (1,22) después de la sustitución (20,22) se convierta 
en la ecuación 


s= J glr) de, u = nE (20,22) 


w(s) + du = R(s)u. (21,22) 


Realizando la sustitución (20,22) para las funciones arbitrarias 
qlr) y Y(x), pasaremos de la ecuación (1,22) a la ecuación 

du (04) + q? du 1 Y— (Yo) 

4 E += EU a 

de eee ds o 377 
Escojamos ahora las funciones g(+) y Q(x) de manera que esta 
ecuación tenga la forma (21,22). Para ello es netesario determi- 
nar las funciones g(+) y Y(x) a partir del sistema de ecuaciones 


=1, (W) + Wt = 
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Resolviendo este sistema, obtendremos 


e 
Ys 


donde e es una constante arbitraria. 


Ver 
Por eso mediante, por ejemplo, la sustitución 
ás Í V£ de ds E (22,22) 


podemos obtener la ecuación (21,22) ; (5) es aquí una función 
continua, si ¿”(x) y p” (Ce) son continuas, ya que q'9p e 0. 


La solución de la ecuación (21,22) la debemos buscar en el 


; i 
intervalo 0 Ș s < h, donde h = f V- 


ácil ver, serán las mismas que 


dx. Las condiciones 


como es 


de contorno para u(s) 
PARAT: 100) = 0, uih) = 0. 


Si X,(+) es una función propia de la ecuación (1,22) que co- 
rresponde al valor propio An, a este mismo valor propio le corres- 
ponde la función propia 1, de la ecuación (21,22). 


Si $ 


J oxida Sk, 


se comprueba fácilmente que 


h 


jf 1 (s)ds 


LA (23,22) 


246 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


Demos las fórmulas asintóticas para a(s), cuando n > 00. 
Como nos interesa el comportamiento de un(s) para n grandes, 
podemos considerar, basándonos en (19,22), solamente valores 
positivos de Ay. Consideremos la ecuación no homogénea respecto 
a la función z(s) 


7 + hs = R(s)u, à >O, (24,22) 


donde 1(s) es la solución de la ecuación (21,22) para el mismo à. 
La ecuación (24,22) tiene la solución general 


2(s) = Ci cos VA s + Ca sen Vhs + 
+ — | R(n) u (1) sen YA (s—1) d1.% 
VA 


Si ponemos Cı = (0) y C: = j a(s) satisfará para s =0 


las mismas condiciones iniciales que w(s). Por eso, en virtud del 
teorema de la unicidad de la solución del problema de Cauchy para 
la ecuación (24,22), 2(s) será idéntica a u(s) y obtendremos para 
u(s) la ecuación integral 


u(s) = u(0) cos E 
VĚ 


R(+) u (1) sen YA (s — 1) dr. (25,22) 
Vio 


62 Véanse, por ejemplo, mis “Lecciones sobre la teoría de ecuaciones dife- 
renciales ordinarias”, Gostiejizdat, 1952, pág. 156. 
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Supongamos ahora que A coincide con el n-ésimo valor propio, 
y que va (s) es la solución de la ecuación (21,22) para A = An que 
satisface las condiciones iniciales 
2.0) =0; (0) = VA. 
Esta función v,(s)satisfará la ecuación integral 


vals) = 
. 


fr 14) vn (1) sen Vin (s — 5) de 


= sen Y dy s + 


(26,22) 


y diferirá, a lo sumo en el signo, de la función propia normali- 
zada un(s): 


s) 


tals) = 


= Naon. 


En lo que sigue demostraremos que 


N 


Demostremos, primeramente, que todas las funciones va (s) 
están acotadas por una constante que no depende de n. Para csto 
designemos max |ua (s)| para O < s < 1 mediante Af,, Entonces 
de la ecuación (26,22) tenemos 


i, 


f IR) | dz 


lo(s) S1 
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y, por lo tanto, 


| RG) | as, 
Vis 


1 


M. S 


o 


7 
1 f RO ld 
Vino (27,22) 


Como Ay > o cuando n > «o (véase subepígrafe 7), esta des- 
igualdad demuestra que las funciones vn(s) están acotadas, 


Para lo que sigue debemos estimar de forma análoga las deri- 
vadas de primer y segundo orden de las funciones propias. Para 
ello, derivemos la ecuación integral 


a(s) = Vicos vi s+ f RO Un (5) cos Va (s — 1) ds, 
(s) =— hn sen Y Ay s — 


— VT f R C) vn (3) sen Va (s — 3) dr + 
i + R (5) vn (5), 
de donde 
Lo) KVH OC), 10C) | S An + OVT). (28,22) 


Calculemos ahora fa (s) ds, es decir, hallemos el factor en 
o 


el cual las funciones va(s) (y, por lo taríto, sus derivadas) difie- 


ECUACIONES HIPERRÓLICAS 249 


ren de las funciones propias normalizadas un(s) (y de sus deriva- 
das respectivas). De (26,22) tenemos 


ls) = sen? Y das + o( 


De aquí 


4 


fu ds = i 


3 


y de aquí obtenemos directamente para us(s) los estimados aná- 
logos a (27,22) y (28,22) 


¡tn (s) 


AGN 


(29,22) 


Jars) | 


las 


se obtienen directamente los resultados correspondientes 


para 
Xa(x): la acotación de las funciones propias y el mismo orden 


de crecimiento de las derivadas, cuando n > œ, que tiene na(s). 
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9, Consideremos el problema del desarrollo de una función 
continua arbitraria f(x), definida en 0 < x < |, en la serie 


Y. Xn(x) (30,22) 


ES 


respecto a las funciones propias X(4), .-., Xa(x), «.. de la 
ecuación (1,22). Del mismo modo que se hace para las series 
trigonométricas corrientes, es fácil demostrar que si la serie 
(30,22) converge uniformemente a la función f (+), Jos coeficien- 
tes €» son iguales a los coeficientes de Fourier de la función f(x) 
respecto al sistema de funciones Xa, ..., Xu «+, es decir, 


1 
la = f p (x) f(x) Xn (x) de (31,22) 


; 
(véase el final del $ 21). 


Hagamos corresponder ahora a cada función integrable f(x) 
su “serie de Fourier” de la forma (30,22), donde los coeficientes 
€, están determinados por la fórmula (31,22) y estudiemos la 
convergencia de esta serie, 


Demostremos primero que para toda función f(x) seccional- 
mente continua" y de cuadrado integrable en el segmento, [O, 1], 
la serie (30,22) converge a esta función “en la media”, es decir, 
que 


feito — Y axacert de 0 
È W>»). 


63 Es decir, que tiene un número finito de puntos de discontinuidad. 
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Un sistema de funciones ortogonales con cierto peso p(+) que 
tenga la propiedad señalada se llama completo. 


Para demostrar la afirmación enunciada supongamos primero 
que f(x) es una función continuamente derivable que satisface las 
condiciones f(0) = f(1) = 0. Introduzcamos las denotaciones: 


x 


i 
po =A) A xo, 8 = f o (E) 50 ds, 


a(z) = LO 


Tenemos que demostrar que 3? > 0 cuando N > to. Como que 


i 
Pero a: =1 
y como además 


i 
fe x(x) Xy (x)dr=0 (n=1,..., N), 
è 


Qu(x) es una de las funciones admisibles del problema varia- 
cional considerado en el subepígrafe 3 de este epigrafe." El valor 
del mínimo de D(X) para este problema es Ay +1, por lo tanto, 


Diox) > Aroa. 


Véase la observación de las pp. 172 — 173. 
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Calculemos ahora D(ẹx). Empleando las denotaciones del 3, ha- 
Nlaremos 


i 
Diae) = f (F +0) de = forero de= 


x 


-foo -F o +00) e dr = 
A) o xy YY aeb On Xn)] > 


> (82/22) 
Sobre la base del teorema 3 del subepígrafe 3, tenemos 
D(f, Kn) = acm D(Xa, Xn) = D(X5n) = dm 
D(Xm Xn) = 0 para nm. 


Sustituyendo los valores de las funcionales hallados en (32,22), 
obtendremos 


1 = E 
z 2O — Y Mel > dos 


D(f) — 2 dues 


Mer 


de donde 


a < 


(33,22) 


De acuerdo con (19,22) existe sólo un número finito de Ap nega- 
tivos. Por eso el numerador del miembro derecho de (33,22) está 
acotado para todos los N. Como %y,, > æ cuando N => 0, se 
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deduce que è} > 0 si N => æ, es decir, que la serie (30,22) 
converge en la media para toda función derivable que se anula 
en los puntos + = Q y x = L 


Para liberarnos de las limitaciones impuestas a f(x) obser- 
vemos que para toda función seccionalmente continua f(x) de 
cuadrado integrable existe una función f*(x) con derivadas con- 
tinuas que se anula en los extremos del segmento [O, /] y tal que 


a 


fe Me) — 40] de < en 


donde e, es un número positivo cualquiera. 


Supongamos ahora que N es tan grande que 
Y 


i 
few 9) p3 $ Xa (2)]? dx < es; 


donde et son los coeficientes de Fourier para f*(x). Entonces 


1 Él 
P (x) [f(x) CaXn (x)|? dr < 
i 2, 


x 


i 
S ao A — =) A 140) AX) |] de S 
i i 


; 
Sateet? fel DOr 


x 
-J en (æ) | dr La + e H2 VE. 
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Al estimar la última integral hemos utilizado la desigualdad de 
Buniakovski. 
De ese modo queda demostrado que cualquiera que sea la 
función f(x) de cuadrado integrable existen N y cn tales que 
a E 
Jeana — Y X dr (3422) 


ni 


es tan pequeño como se quiera, Pero be (véanse, por ejem- 
plo, mis “Lecciones sobre la teoría de las ecuaciones integrales”, 
Gostiejizdat, 1951, pp. 66-67), que una integral de la forma 
(34,22) toma su menor valor cuando los cn son los coeficientes 
de Fourier de la función f(x). Por eso, si en (34,22) tomamos 
por Cn estos eocticlentes,. el valor de la integral (34,22) no 
aumentará, 


Valiéndonos de la ortogonalidad de las funciones X, (+) pode- 
1 N 


mos calcular fácilmente que 3} = S pira) dr — Ya >0 


ArT 
(desigualdad de Bessel), donde cn son los coeficientes de Fourier 


«de la función f(x). Por lo tanto, la condición de completo del 
tema de funciones puede ser escrita en forma de la siguiente 
igualdad: 


si 


i 
= f o 111 as (35,22) 
$ 


(igualdad de Parseval). 


10. Demostremos ahora el siguiente teorema fundamental: la 
“serie de Fourier” de una función continuamente derivable en el 
segmento [O, 1] y que se anula en los extremos del segmento 
[0, 1], converge a esta función absoluta y uniformemente. 
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Es suficiente demostrar que esta serie, en general, converge 
absoluta y uniformemente. En efecto, como esta serie converge 
“en la media” a f(x), al converger uniformemente no puede tener 
como límite ninguna otra función. 

Supongamos que so es tan grande qud %n > 0 para n > no 
Utilizando la desigualdad de Cauchy podemos escribir para 
n>m 


È ani Y lava. kas 
<È a y Eo (EE 


Apliquemos ahora, para estimar el primer factor, la desigualdad 
(33,22) y en el segundo factor saquemos del radical la cantidad 


max | X(x) | = 
E 


De la Co (33,22) se deduce que 


San < Df) + y AESA 


kzi 


de manera que 


$ [axel < MM y Es 
Err L 
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De acuerdo con (19,22) 
M > a+ Ca 


1 1 


A 1 
es decir, — < —2— y ha serie Y — converge. Por lo 
a AA de E 
É 


tanto, para cualquier e > O con » suficientemente grande y cual- 
quier s positivo tendremos 


Z 
$e 
Ak 
tas 
y por eso Y [aXe] < e, es decir, Y eXe) converge abso 
Ei 


luta y uniformemente. 


$ 23. FUNDAMENTACIÓN DEL MÉTODO 
DE FOURIER 


1. Consideremos la ecuación (1,21). Supongamos que los 
coeficientes de esta ecuación son funciones con tres derivadas 
continuas en C, y que A(t) > ao > 0y C(x) > co > 0, es decir, 
que la ecuación (1,21) es hiperbólica.** 


0% Es fácil probar que todos los teoremas del $ 22 y el teorema principal 
del $ 23 son válidos, si C(x) y A(1) son funciones dos veces deriva- 
bles, mientras que D(t), E(x) y Fa(x) tienen derivadas continuas de pri- 
mêr orden y F, (t) es continua. 
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Buscaremos una solución de la ecuación (1,21) que tenga dos 
derivadas continuas en C, y que verifique las condiciones iniciales 


(0, x) = olx), 100, z) = qr(x) (1,23) 
y las condiciones de contorno 
u(t, 0) = u(t, 1) = 0. (2,23) 


El método de Fourier conlleva la consideración de la serie 
(12,21) (véase el $ 21). Las funciones X(x) son funciones 
propias de la ecuación (1,22). Sea 


LN = (Y — af- 
Entonces la ecuación (1,22) se puede escribir así 
LX) = — dipXxo 
Teorema. Si qu(x) tiene en el segmento [0, 1] tres deriva- 
das continuas y verifica las condiciones 
q = L(q) =0 cuando x = 0 y x = I, (3/23) 


y si qr(x) tiene en este segmento dos derivadas continuas y ve- 
rifica las condiciones 


9 = 0 cuando x = 0 y x = |, (4,23) 


la función u(t, x), definida por la serie (12,21), tiene dos deri- 
vadas continuas y verifica en C, la ecuación (1,21), las condicio- 
nes iniciales (1,23) y las condiciones de contorno (2.23). Además, 
la serie (12,21) se puede derivar término a término respecto a 
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t y a x hasta dos veces inclusive; las series que se obtienen después 


de la derivación convergen absoluta y uniformemente en C,” 


Demostración.* Consideremos la serie (12,21) obtenida 
enel $21: 


u(x, t) = A Xala) [ATU + BT). (5,28) 
5 
; 
Aquí L(Xi) = — OS (a) de =1, 
4 


i 
fi= f Xd y Bx = T EA 
5 H 


vs Las condiciones (3,23) y (4,23) son necesarias para la existencia en 


C, de wa solución dos veces derivable del problema planteado, En 


du gu 
efecto, de la condición (2,23) se sigue que — y — son iguales a cero 
t gr 


. Por eso de la ccnación (1,21) obtenemos que cuando 


geu qu 
Ca) S + El) E + Fala) u 
a= ðr 


es decir, L(q,) = 0 cuando x = 0 y + = l. 


er Esta demostración pertenece a O. A. Oleynik y A. I. Barabanov. 
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Las funciones Tf y T#* son soluciones de la ecuación (6,21) 
para A = à y verifican las condiciones iniciales 


dT% (0) 
TO) = I, =y =% 
Teo TO 

T0) ——>=1 


Mediante una sustitución de variables, análoga a (20,22), 
podemos reducir la ecuación (6,21) a la forma 
w” + Mw = R(s) w. (6,23) 


Entonces 7(t) = y(£)10, donde Y(£) es una función que no 
depende de k, y por eso las funciones wf y zuF* correspondientes 
a las funciones Tf y T** verifican las condiciones iniciales 


w (0) =a*, wY (0) = b* y a0) =0, 2 (0) = b**, 


donde a*, b*, b** son ciertos números que no dependen de %. 
Para las soluciones de la ecuación (6,23) podemos escribir una 
ecuación integral del tipo (25,22). Empleando esta ecuación inte- 
gral podemos, de la misma forma que en el $ 22, obtener las 
estimaciones para zu, zuf* y sus derivadas. Esto nos permitirá 
encontrar para las funciones T#(t) y T¥*(¢) las siguientes esti- 
maciones para valores de $ suficientemente grandes 


dT}, B 
Ti] <M, < MNV he, || < Mu 
t de 
Mo are . 02) 
[le], |<, 
vV 


donde M > 0 es una constante. 
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Estimemos ahora los coeficientes de Fourier de la función 
g(r): 


š i 
L(% 
a= f pias =— fo 5 dr = 
z A 


: 
1 
z -f L (60) Xa dx. (8,23) 


La última igualdad la hemos obtenido integrando dos veces 
por partes y tomando en cuenta las condiciones de contorno 
q0(0) = qo(l) = X1(0) = Xi (1) = 0. De la igualdad (8,23) 


obtenemos 
1 


mAr = =i ? 
$ 


es decir, Axðx son los coeficientes de Fourier de la función 
Ha) = =E 
las condiciones H (0) = H (l) = 0. 


L 
LC) ydr, 
e 


que es continuamente derivable y verifica 


Del teorema del subepígrafe 10 del $ 22 se desprende que la 
M 

serie Y 244s| [Xy] converge uniformemente. De la desigualdad 
pl 


(33,22) obtenemos fácilmente la convergencia de la serie p NA 


pa 
1 
Estimemos ahora By = f pẹ:Xxdx. Empleando una vez más 


> 
la ecuación (1,22), integrando dos veces por partes y tomando en 
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cuenta las condiciones de contorno qu (0) = q, (1) = X1(0) = 
= Xu(1) = 0, obtenemos 


; i 
1 Ez 

B= f X dr=— fo ar, 

$ $ 


k e k 


donde fr son los coeficientes de Fourier de la función continua 


L(g 
He EL Según la igualdad (35,22) tenemos 


fe (En j de. 


Empleando las estimaciones (7,23), (29,22) y tomando en 
cuenta (20,22), se demuestra fácilmente que la convergencia 
absoluta y uniforme tanto de la serie (12,21) como de las series 
que se obtienen derivándola término a término respecto a y y a t 
hasta dos veces inclusive, se infiere de la convergencia de la serie 
numérica 


Y O% + 181 VID, (9,23) 


ya que para k suficientemente grande Jos términos de estas series 


no son mayores en valor absoluto que los términos de la serie 


m, DO (aa) + | Be} VDD. 
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donde M, es una constante positiva. Para demostrar la conver- 
gencia de la serie (9,23), observemos que para n suficientemente 
grande 


> dell] + Bl VA) = 
Ee 
LB: | 
mta) 
< [En JE 


(10,23) 


Aqui hemos empleado la desigualdad de Cauchy. De la con- 


vergencia de las series 3 AM, `i > B? y dela 


desigualdad (10,23) se infiere que la serie (925). converge. Con 
esto queda demostrado el teoreme. 


2. Demostremos ahora que el problema mixto para ecuaciones 
hiperbólicas del tipo (1,21) tiene solución única. En el $ 18 
hemos demostrado ya la unicidad de la solución del problema 
mixto para la ecuación de ondas, 

Realizando la integración por partes, se comprueba sin dificul- 
tad que para cualesquiera dos funciones w(t, +) y v(t, v) con 
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segundas derivadas continuas en 


T, se cumple la siguiente fór- 
mula, cualquiera que sea 0 < Tı < T 


Ft [ao + co E 5+ D(t) SE i t y Ega) F+ 
A 


, 


po P(A 7 "(C 
+ Eto E race] ne [2592 aan — 


ID BEDD | e Fo o]) ar d= 


ot dx 
= [fui LG 4 pw o], = 
— [furia 2 + Du A z+ 


+ fce o u DD +w] de — 


— f[ocim 1 2 ú aya + Ewo J (11,23) 
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Supongamos que w(t, +) verifica en C, la ecuación (1,21) y 
las condiciones 
u(0, x) =0, (0, +) =0, u(t, 0) =0, u(t,1) =0. (12,23) 
o. 


Demostremos que entonces u(t, x 


Supongamos lo contrario, Sea (T,, ,) un punto donde 
u(t, x) es diferente de cero. Apliquemos la fórmula (11,23) a la 
función w(1, x) y a la función v(t, x), que escogeremos de modo 
que verifique en C,, la ecuación 
9 (4(t)v) + *(C(r)v) MWy) 9 (E(+)w) ea 

dr da? dl dx 

+ (FO + Fa(x))v =0 (13,23) 


y las condiciones 
v(t, 0) =0, v(t, 1) =0, (Tx) =0, v (Tu, 4) =a (x), 
(14,23) 

donde a(x) es una función suave no negativa que es diferente 
de cero sólo en una pequeña vecindad del punto (Ts, r1) donde 
u(t, x) conserva su signo. La función v(t, +) existe de acuerdo 
con el teorema anterior, ya que la ecuación (13,23) tiene la forma 
(1,21). 

Es fácil ver que debido a las relaciones (1,21), (12,23), 


(13,23) y (14,23), el miembro izquierdo de la igualdad (11,23) 
es igual a cero mientras que el miembro derecho es igual a 


: 
J- ULT, x) A (T;) a (x) de 4 0. 


Esta contradicción comprueba que u = 0. 
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Problema. Demuestre la dependencia continua de la solu- 
ción del problema mixto para la ecuación (1,21) respecto a las 
condiciones iniciales: la solución u(t,x) de la ccuación (1,21) 
que verifique las condiciones (1,23) y (2,23) será lan. pequeña 
como se quiera en valor absoluto en Cy, siempre que |o (2), 


2) y | ex(x) | sean suficientemente pequeñas para toda x en 


el segmento [0, 1]. 


Para demostrar esta afirmación hay que emplear las estimacio- 
nes (7,23) y (29,22), la igualdad (35,22) para la función q(x), 
la desigualdad (33,22) para la función go(+) y la convergencia 


E 1 
de la serie =. 
À he 


E 
Observación. Es fácil demostrar que si u(t, x) verifica en 


C, la ecuación (1,21), las condiciones iniciales (1,23) y las con- 
diciones de contorno (2,23), la integral 


Jf pu? (1, z) de de 


1 
será tan pequeña como se quiera siempre que J pg (e) dx y 


ñ 
T 9 (+) dy sean suficientemente pequeñas. 
o 
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En efecto, representando la función u(t x) por la serie 
(12,21), obtenemos 


Jf qué (t, x) dx dt = 


= ff +] xw AT + Y row BT | dr dt < 
"e kea ksi 
<2 JS Xala) ATY) dr dt + 
E 
+2 Jf e( y Xat) BiT (1) )* de dí < 
E 


š A , i 
< KY KJ B z K, f ogitard + Kafo (mex, 
E fa í e 


donde K, y K; son ciertas constantes positivas que no dependen 
de go y qu Al obtener este resultado hemos empleado la desigual- 
dad elemental (a + b)? < 2a? + 2b*, la ortogonalidad con peso 
p (x) de las funciones propias que se suponen normalizadas, la 
acotación de las funciones Tf y Tł* y la igualdad de Parseval 


(35,22). 


3. Si las funciones iniciales go (x) y q (x) no verifican las 
condiciones del teorema que hemos demostrado, puede no existir 
una solución dos veces continuamente derivable en C, del pro- 
blema mixto para la ecuación (1,21). Pero si go(x) es una 
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función continuamente derivable que se anula en v =0 y x = l y 
si qı(x) es una función continua en el segmento [0, 1], la serie 
(12,21) converge uniformemente y determina en C, una función 
continua 1(1,,). Esta función u(t, x) será la solución generali- 
zada del problema mixto para la ecuación (1,21) correspondiente 
a las condiciones iniciales (1,23) y a las condiciones de contorno 
(2,23). 

La función u(t, x) se llama solución generalizada de la ecua- 
ción (1,21) con las condiciones iniciales (1,23) y las condiciones 
de contorno (2,23), si u(t, +) es en C, el límite, cuando n > 00, 
de una sucesión ia (1, +) uniformemente convergente de soluciones 
de la ecuación (1,21) con las condiciones de contorno (2,23) y 
las condiciones iniciales 


WalO, 1) = q (4),, 


du (O, 7) (15,23) 
EN ea), 


y cuando n > 00 se tiene 
i 
fe La (+) — 95 (1)]* dx > 0 


i 
Polaco — noar > 0. (16,23) 

; 
Demostremos que si qo(w) es una función continuamente 
derivable y que se anula en x = O y z = l y si q(x) es una 
función continua en [0, /],-a la ecuación (1,21) con las condicio- 
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nes (1,23) y (2,23) corresponde una solución generalizada única, 
La existencia de la solución generalizada se desprende de que las 
sumas parciales de la serie (12,21) forman una sucesión ttn (t, +} 
que verifica las condiciones impuestas, de modo que la serie 
(12,21) es, por consiguiente, la solución generalizada. Comprobe- 
mos ahora que la solución generalizada es única. 


Si las sucesiones a(t, x) y a(t, Y) correspondientes a dos 
diferentes sucesiones de las funciones q (+), e? (x) y g} (0, 
%(x) tuviesen las dos funciones límites diferentes «(t, <) y 


T (t, x), tendríamos: 


JJe — U) dr dt = 


H 

=/ff. [Cu — itn) $ (Citn — Ta) + Gin 1) dx de S 
Ca 
<3 ff o Cu— i) dx dt +3 f f p Cin =n) de dt + 
Or O 
+3 ffe Gin — u)? dr dt. (17,23) 
Cr 
Según la observación del 2 del epigrafe presente, la integral 


jf Plin — ia)? de de 


Op 
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tiende a cero cuando n > œ, ya que 
i t 
Jei de y fote — y dr 
¿ ¿ 


tienden a cero cuando n > co. Puesto que las otras dos integrales 
en el miembro derecho de la desigualdad (17,23) también tienden 
a cero, tendremos 


Debido a que u — y p > 0 son funciones continuas, obtenemos 
u (tx) = (tx). 


de la solución generalizada del problema 
mixto para la ecuación (1,21) se desprende que, si para las 
funciones dadas qo(x) y pu(x+) existe en C, una solución del 
problema mixto con segundas derivadas continuas, la solución ge- 
neralizada del problema mixto coincide con esta solución, 

A veces la solución generalizáda del problema mixto para la 
ecuación (1,21) con las condiciones (1,23), (2,23) se define como 
una función u(t, x) para la cual 


lim J p (un — u)? dx dt = 0, (1823) 


A 


donde u(t, x) son soluciones de la ecuación (1,21) con las con- 
diciones de contorno (2,23) y las condiciones iniciales (15,23) 
y se supone que se cumplen las relaciones (16,23). 

Señalemos otras posibles formas de definición de la solución 
generalizada del problema mixto en las cuales se emplean identi- 
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dades integrales (véase $ 9). Para facilitar la exposición consi- 
deraremos la ecuación 


Pw == (rO) Hauo (923) 


La solución generalizada del problema mixto para la ecuación 
(19,23) con las condiciones iniciales y de contorno (1,23), (2,23) 
es una función u(t, x) que tiene primeras derivadas continuas en 
T, verifica las condiciones 


1w(0, x) = qu(x), u(t, 0) = w(t, 1) =0 (20,23) 
y la identidad integral 


[EE OE 


i 
+ f q (x) 0 (0, x) dr =0 (21,23) 
è 


cualquiera que sea la función a(t, x), cuyas primeras derivadas 
son continuas, y que:se anula para t = T, para x = 0 y para 
r=l 

A veces es cómodo utilizar la siguiente definición. 

La solución generalizada del problema mixto para la ecuación 
(19,23) con las condiciones (1,23), (2,23) es una función u(t, x) 
continua en C, que verifica la identidad integral 


feos a+ fu? (0, x) de — 


EN gı (x) c (0, x)dr = 0, (22,23) 
è 
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donde a(t, x) es una función arbitraria con segundas derivadas 
continuas y para la cual 


z(t, 0) = o (t, I) = o (T, x) = ES (T, x) =0. (23,23) 


Es evidente que la solución generalizada definida por la iden- 
tidad (21,23) para las condiciones (20,23) es, a la vez, solución 
generalizada en el sentido (22,23); el reciproco, en general, no 
se cumple. 


Introduciendo las soluciones generalizadas, podemos ampliar, 
en una u otra medida, la clase de funciones iniciales para las 
cuales existe la solución del problema mixto. Es muy importante 
que en la nueva clase de soluciones conserve su validez el teorema 
de la unicidad. 


Problema 1. Demuestre que la solución generalizada de la 
ecuación (19,23) con las condiciones (1,23), (2,23), definida 
mediante la relación (18,23) (donde p = 1), existe y es única, 
si las funciones qo(x) y p.(x) son continuas por partes y de 
cuadrado integrable en el segmento (0, /]. 


Problema 2. Demuestre que la solución generalizada de la 
ecuación (19,23) con las condiciones (1,23), (2,23), definida 
mediante las relaciones (20,23), (21,23), existe y es única, si la 
función qu(.+) tiene dos derivadas continuas en el segmento [0,1], 
qu(x) tiene una derivada continua en este segmento y, además, 
se cumple 


q (0) = go (1) = qı (0) = q: (1) =0 y q (r) >0. 
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Sugerencia. Para demostrar la unicidad emplee la función 


a(t, z) = fe (5, 4) — u (3, £)] de, 


7 


donde u, y u, son dos soluciones generalizadas de un mismo pro- 
blema mixto, 


Problema 3. Demuestre que la solución generalizada de la 
ecuación (19,23) con las condiciones (1,23) y (2,23), definida 
mediante la relación (22,23), existe y es única, si la función 
qo(x) es continua en el segmento [0, 1], se anula en + = 0, x = l, 
tiene una derivada seccionalmente continua y es de cuadrado 
integrable en este segmento, mientras que p,(+) es seccionalmente 
continua y de cuadrado integrable en el segmento [0, 1]. 


Sugerencia. Emplee, para demostrar la unicidad, los resut- 
tados del 4 del presente subepígrafe. 


4. Método de Fourier para una ecuación hiperbólica 
no homogénea 


Consideremos en C, el problema mixto para la ecuación 


j'u 
Ea 2) — at) u+ 100 mL + fC a), 
(24,23) 
es decir, queremos encontrar en C, una solución de esta ecuación 
que tenga segundas derivadas continuas, verifique las condiciones 
iniciales 


u(0, x) = ço(x), w,(0, x) = q(x) (25,23) 
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y las condiciones de contorno 
u(t, 0) = u(t, 1) = 0. (26,23) 


Será suficiente construir la solución que verifique las condi- 
ciones (25,23) con qo(+) = qu(+) = 0, que la solución que bus- 
camos se obtendrá añadiendo a ésta la serie (12,21). 
Busquemos la solución w(1, x) del problema planteado en la 
forma de la uste de Fourier Ya (£) Xu (x), según las fun- 
= 
ciones propias de la ecuación L(X) = — AX con las condiciones 
de frontera X(0) = X(1) = 0. Desarrollando f(t, x) en serie 
de Fourier según estas funciones propias y comparando los coefi- 
cientes de Fourier de los miembros derecho e izquierdo de la 
ecuación (24,23) obtendremos, para determinar los coeficientes 
de Fourier ay(£), ecuaciones diferenciales del tipo 


at) = — hato) + falt), (27,23) 


1 


donde fa(t) = frea xrar y LOJE iy Se 


comprueba fácilmente que la solución de la ecuación (27,23) que 
verifica las condiciones az(0) = a% (0) = 0, es la función 


i 
E fro sen Vilt — 1) de. 
Vha i 


Por lo tanto, la solución u(t, x) de la ecuación (24,23) que 
verifique las condiciones (26,23) y las condiciones 


u(0, x) = (0, +) = 0, (28,23) 
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debe representarse mediante la serie 


u(t x) = 3 ( E fmo sen Vilt — 1) d) Xa(x). 
(29,23) 


Si la serie (29,23) y las scries obtenidas derivándola término 
a término respecto a w y a £ hasta dos veces inclusive, convergen 
uniformemente en Cp, la suma de esta serie es una función que 
tiene en C, segundas derivadas continuas y que verifica la ecua- 
ción (24,23) y las condiciones (26,23) y (28,23). Este carácter 
convergente se puede garantizar si exigimos que la función con- 
tinua f(t x) tenga una derivada continua de segundo orden 
respecto a x y que para cualquier £ se cumplan las condiciones 
(1,0) = f(t,1) = 0. Debe suponerse además que los coefici 
tes p(x) y q(x) tienen dos derivadas continuas. La demostración 
de este resultado es análoga a la demostración del teorema funda- 
mental del presente epígrafe. Los coeficientes de Fourier f(*) 
de la función f(t, x) se estiman de la misma forma que los 
coeficientes By de la serie (12,21). 


§ 24. APLICACIÓN DE LA FUNCIÓN DE GREEN AL 
PROBLEMA DE LOS VALORES PROPIOS Y A LA 
FUNDAMENTACIÓN DEL MÉTODO DE FOURIER 


Para demostrar la existencia de un sistema completo de fun- 
ciones propias en el problema de los valores propios y para 
estudiar las propiedades principales de este sistema, se puede em- 
plear otro método, sin tener que recurrir a la solución de problemas 
variacionales. Para ello reducimos el problema de contorno a una 
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ecuación integral de Fredholm de segunda especie, mediante la 
llamada función de Green que ahora construiremos. 


1. Consideremos el problema de hallar en el intervalo (0, 1) 
la solución de la ecuación 


X’ Y — qX = f(2), (1,24) 
que verifique las condiciones 
X(0) = X() = 0. (2,24) 
Además de la ecuación (1,24), consideremos la ecuación 
(PY — qY = glx, xo) (3,24) 


que tiene el mismo miembro izquierdo que la ecuación (1,24) pero 
cuyo término independiente es 


1 e A 
O r mdo n y aH 


0 para todas las restantes 


Aquí e y xo son ciertos parámetros; e > 0; 0 < xo < h 
0 < FS min (10, / — xo}. Supongamos que Y, (40, so) es 


la solución de esta ecuación que verifica las condiciones de con- 
torno (2,24) y depende de los parámetros e y x. 


5% El miembro derecho de la ecuación (3,24) tiene dos puntos de discon- 


tinuidad de primera especie: x = 


+ > Se puede probar que si q > 0, 


existe una solución única de la ecuación (3,24) que verifica las condiciones 
de contorno (2,24) y es continua al igual que su primera derivada en el 
segmento 0 Ç x < /. La segunda derivada tiene discontinuidades de pri- 


e 
mera especie en x = s £ E. 
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Multipliquemos la ecuación (1,24) por Y, y la ecuación (3,24) 
por X sustituyendo previamente Y, por Y; restemos la segunda 
de la primera e integremos la diferencia según el intervalo (0, 1). 
Obtendremos 


i 
[OXY Ye or x14s = 
4 


1 
= f (vas xo Ha) — Xd guta, 0] dx. 


Debido a que las funciones X(x) e Y, (x, xo) se anulan en 
los extremos del intervalo de integración, el miembro izquierdo de 
la igualdad es igual a cero y esto se comprueba fácilmente reali- 
zando una doble integración por partes: 


1 1 1 
f (pX')” Y dr = id =- J AY dx = 


a 
ot i 
s= rx] +f (OY: Rdr =f OY! X dr. 
de o $ 
Por lo tanto, 


4 4 
f rusos de = f gua, xo) X (0) de = 


=1 f X (x) de = X (xo): (4,24) 
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Si suponemos que cuando se > 0 la función Y, (x, xp) conver- 
ge uniformemente respecto a v a una función límite [denotémosla 
G(x, ro) ], entonces, pasando al límite cuando e + O en ambos 
miembros de la igualdad (4,24), obtenemos 


1 


X (x) = f G (¥, xo) f (+) dx. (5,24) 
0 

La función límite G(x, xo) es precisamente la función de Green 
para la ecuación (1,24). 

Estos razonamientos poco rigurosos no permiten por ahora dar 
la demostración completa de ningún resultado, Por eso, definire- 
mos la función de Green independientemente de los razonamientos 
anteriores —que más bien tienen carácter ilustrativo— y demos» 
traremos, en primer lugar, que dicha función existe y, en segundo 
lugar, que la fórmula (5,24) es válida. 

Antes de dar la definición exacta de la función de Green, 
veamos qué propiedades debe tener el límite —si cs que existe— 
de Y, (x, xo). Sustituyamos Y, (x, xo) por Y en (3,24) e inte- 
gremos la identidad obtenida respecto a x entre so — 3 y ro +23, 


donde 3 > > Obtendremos 


DE 2... 


J AYY ax) de= / Y 


3 


vxo) de=1, 


s, 


n- 


El primer sumando se puede integrar en forma explicita y la 
igualdad anterior toma la forma 
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Supongamos que aquí se puede pasar formalmente al límite 
cuando e > 0 y 3 es fijo; tendremos la igualdad 


P(xo + 3) G7 (xo + 8, 10) — P(xo — 8) G; (xo —3, 10) — 


è 


= J q(x) G(x, 10) dx = 1, 
dea 


que se cumple para cualquier 3 > 0. Pasando ahora al límite 
cuando 3 > 0 y suponiendo que p(x), g(x) y G(x, £o) son fun- 
ciones continuas, encontraremos la igualdad 


P (xo) [G; (xo + 0, xo) — G (xo — 0, 70) ] = 1, 
de donde se infiere que para las suposiciones hechas la derivada 


G! (x, x,,) de la función de Green respecto a x tiene en y = 20 


1 
un salto que es igual a =— 
ds TICO 

2. Demos ahora la definición formal de la función de Green 
para la ecuación (1,24) y demostremos que existe. 

Llamamos función de Green para la ecuación (1,24) con las 
condiciones de contorno (2,24) a una función G(x,s) definida 
en el cuadrado OL <1LO< s < 1, que verifica las siguientes 
condiciones : 


19 Para x % s, G(x, s) como función de x es continua al 
igual que sus derivadas hasta el segundo orden inclusive y verifica 
la ecuación homogénea 

[PG; (r, s)]; — qG (r, s) = 0. (6,24) 


22. G(0, s) = G(l, s) = 0. 
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39 G(x,s) es continua en el cuadrado 0 Ș x <LO<S<SI 
mientras que G? (x, s) tiene, como función de x, una discontinui- 


dad de primera especie en x = s con un salto de , es decir, 


7 T 1 
Gils +0 s) — Gils — 0, s) Say (0<s<0. 
Al demostrar la existencia de esta función supondremos que 
q > 0 de manera que A = O no es valor propio de la ecuación 


(PX) — aX + MX =0 


con las condiciones de contorno (2,24). (Véase el $ 39 de mis 
“Lecciones sobre la teoría de las ecuaciones diferenciales ordina- 
las”, 1952). 


Haciendo esta suposi 
se demuestra construyéndola directamentte. En efecto, 
cierta solución no trivial de la ecuación (pX”)? — qX 
verifica la condición 


n, la existencia de la función de Green 
Xx) 
=0 que 


X,(0) =0, 


y sea Xa(x) una solución no trivial de la misma ecuación que 
verifica la condición 
Xal) = 0. 

Debido a la suposición hecha, las soluciones X,(x) y Xa(x) son 
linealmente independientes. De lo contrario serían simplemente 
proporcionales y cada una se anularia en + = 0 y + = I sin ser 
idénticamente nulas; y esto es imposible, ya que A = O no es un 
valor propio. Supongamos 


A(s) Xi (2), 0<1x<s, 
e D=A am, ¿er cn (7,24) 
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Entonces las condiciones 1 y 2 se verifican cualesquiera que 
sean A(s) y B(s). 

Escojamos ahora A(s) y B(s) de manera que se cumpla la 
tercera condición, De la continuidad de G(x, s) en x= s, obte- 
nemos 

A(5)X(5) = B(s)X:(s), 
de donde 
A(s) = els)Xa(s), 


B(s) = c(s)X (5). 


ijamos isi el salto de la derivada en cl punto + = s tenga 


E 
el valor dado —— AO y 
G;(s — 0, s) = c(s) X: (5)X7(5), 
G(s +0, s) = e(s) X, (5)X0,(5), 
de donde obtenemos 


c(s) = l 


ASA AX (s) — X4 (s) Xa(s)] 7 


El denominador p(s) [X, (s) X% (s) — X, (s) X? (s)] no de- 
pende de s. En efecto, dentro de los corchetes figura cl determi- 
nante de Wronsky A(X,, Xa) de las soluciones linealmente 
independientes X, (s) y X2(s). Según la fórmula conocida 


_ 209 (0) 


A(X,, Xa) = Ae ON 


de donde se sigue que c(s) es constante. 
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De modo que la función de Green tiene la forma: 


G(r, s) = Xa(s)X,(x) cuando 0 S 1. < s, 


SRO E w (624) 


TEO A <xr<l 
G(x, s) sim X,(s)X¿(x) cuando s < x S 
Por consiguiente, queda demostrada la existencia de la función 
de Green. 

De la fórmula (8,24) se infiere directamente que la función 
de Green es simétrica respecto a sus argumentos: 


G(x, s) = G(s, x). 


Demostremos ahora la fórmula (5,24) para la solución X (x) 
de la ecuación (1,24), que verifica las condiciones de contorno 
(2,24). Probemos primeramente que la función 


X(x) = f 6, s) f (8) dr (9,24) 


satisface la ecuación (1,24). Debido a la simetría de la función 
de Green, la función definida por la fórmula (9,24) coincide con 
(5,24). Para calcular X'(x) representemos (9,24) en la forma 


z 1 
X(x) = f 6,5 fís) d+ fees f(s) ds. (10,24) 
> z 
Derivando esta relación: respecto a x, obtenemos 


. 1 
X’ (x) = f Gta, NO) ds + f Gts, s) f (s) ds + 


+'G(x, x — 0) f (x) — G(x, x + 0) f (2). 
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Puesto que la función de Green es continua, encontramos 
z i 
X’ (x) =f c, s) f (s) ds SAS s) f (s) ds. (11,24) 
o : 


Derivando (11,24) respecto a x, obtendremos la expresión de 
X"(x) en la forma 


. i 
X"(x) = f 601044 [00 f (s) ds + 


+ G(r, x — 0) f (1) — G” (x, £ + 0) f (2). 


Puesto que G; (x + 0, x) — G; (+ — 0, x) = ad. tendremos 


1) 
que G; (+, 10) — Gi (x, 1 +0) = TOR Porco 
i 
j 1) 
at a f ; ; 12,24 
X'(1) [e fias + LE (1224) 


Sustituyendo en la ecuación (1,24) las expresiones para 
X, X”, X”, obtendremos 


1 
oxy -x= [06 G7), aG] f (s) ds +f (4) =f (2). 


Observando la forma del miembro derecho de la igualdad (5,24) 
podemos ver que la función X(x) definida por la igualdad (5,24) 
se anula en + = 0y s = l 
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Por lo tanto, la fórmula (5,24) ofrece la solución de la ecua- 
ción (1,24), que verifica las condiciones (2,24). Debido a la 
suposición q > 0, esta solución de la ecuación (1,24) es única. 


3. Veamos cómo mediante la función de Green para la ecua- 
ción (1,24) el problema de los valores propios, examinado en los 
epígrafes anteriores, se reduce a una ecuación integral, Para ello 
escribamos la ecuación principal (1,22) en la forma 


(PX — qx = —dX (13,24) 


y, tomando f(x) = — RX, apliguemos a la misma la fórmula 
(5,24). Obtendremos la igualdad. 


; 
ETORTEN f G(x, s) p (2) X (x) de = 0, (14,24) 


que representa una ecuación homogénea de Fredholm de segunda 
especie con núcleo simetrizable y parámetro A. 


El núcleo de la ecuación (14,24) se puede simetrizar multipli- 
cando la igualdad (14,24) por Y p(s). Entonces la ecuación se 
n incógnita Y p(s) X(s) 
y con el núcleo simétrico G(x, s) Wp(x) p(s). De acuerdo con 
la fórmula (5,24), la ecuación (13,24) junto con la condición de 
contorno X(0) = X (1) =0 y la ecuación (14,24) son equivalen- 
tes, en el sentido de que toda solución de (13,24) que sc anula 
en x =. 0 y x = l es wna solución, correspondiente al mismo 
valor de A, de la ecuación (14,24) y viceversa. 


convierte en una ecuación con la func 


Por otro lado, para ecuaciones del tipo (14,24) son válidos 
los teoremas demostrados en el $ 22 sobre la existencia de valores 
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y funciones propias y sobre la ortogonalidad de „las funciones 
propias, así como el teorema referente a la descomposición (véan- 
se, por ejemplo, mis “Lecciones sobre Ja teoría de las ecuaciones 
integrales”, Gosticjizdat, 1951 $$ 11 - 14). De aquí se desprenden 
directamente los teoremas sobre la existencia y ortogonalidad de 
las funciones propias y el teorema sobre la descomposición, de- 
mostrados en el $ 22, Es verdad que para demostrar el teorema 
de la descomposición para la función f(x) es necesario exigir que 
su segunda derivada sea continua para poder representarla en la 
forma (5,24) y aplicar el teorema de Gilbert-Sehmidt. 


La función de Green, que reduce una ecuación diferencial a 
una integral, se puede definir también para otros tipos de condi- 
ciones de contorno y en el caso de ecuaciones con muchas variables 
independientes. Sin embargo, su expresión explicita se logra ob- 
tener solamente para casos muy especiales de ecuaciones y condi- 
ciones de contorno. 


4. La función de Green permite fundamentar el método de 
Fourier aplicado a la solución del problema mixto de la ecuación 
(1,21) con las condiciones (1,23), (2,23), sin emplear los resul- 
tados del $ 22. 

Para simplificar la exposición, consideremos una ecuación del 
tipo (19,23), donde p > 0, q > 0, y demostremos para esta ecua- 
ción el teorema enunciado en el subepígrafe 1 del $ 23. La serie 
(12,21) tiene la forma 


Y vato) (e cos Vit + E sen Vh 
> 5 


(15,24) 


k 
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Aquí dy son los valores propios y Xx(x) las funciones propias de 
la ecuación 


L(X) = (PX — qX =— AX (16,24) 


con las condiciones de contorno (2,24). La existencia de valores 
propios y de funciones propias se demuestra basándose en la equi- 
valencia de la ecuación (16,24) con las condiciones (2,24) y la 
ecuación integral con núcleo simétrico 


1 
Mx) + af Gina) X (5) ds =0, (17,24) 


donde G(x, s) es la función de Green para el problema (16,24), 
(2,24). 


Puesto que las funciones iniciales go(x) y q(x) verifican las 
condiciones del teorema del 1 del $ 23, los coeficientes Ar y Ba de 
(15,24) cumplen las relaciones (véase $ 23) : 


1 i 
Ar = f mx Se E) L Xd (18,24) 
o > o 
i i 
B: = y4 Y Xıdz = — ES L Xade. (19,24) 
A d 


Para demostrar que la serie (15,24) y las series que se obtie- 
nen derivándola término a término respecto a v y a t hasta dos 
veces inclusive, convergen uniformemente, es suficiente probar 
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que en el segmento 0 < y < l convergen uniformemente las 
siguientes series 


(0 1014] + VEB (2024) 
Nix (2120) 
As VR 

> B, 

Nix (11 +) (2224) 
E VR 


La ecuación (16,24) nos da 


—p 
AA 


por consiguiente, la serie (22,24) converge uniformemente si 
convergen uniformemente las series (20,24) y (21,24). 


Supongamos, igual que antes, 


$ 
Di, 9) = f OP -+ afo) ds, 


; 
DO) = f H + ar des 
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es evidente que D(f) > 0 para toda función f. Multiplicando 


ambos miembros de la ecuación (16,24) por X, e integrando entre 
O y l, obtenemos mediante la integración por partes 


X: dr = D(Xw); 


de aquí se desprende que A > O (k = 1,2, ...) ya que 
X;(x) 54 0. 


Lema. Supongamos que la función f(x) es continua en el 


segmento [0, 1], se anula en x = 0 y x = |, tiene en este segmento 
una derivada continua por partes y es de cuadrado integrable. 


Entonces se cumple la desigualdad 


> de < DP), (23,24) 
A 


: 
donde cr = f Í Xidx ER E) 


Demostración. Integrando por partes, obtenemos 


a 
Df xo) = — f FOXY — Xal dr = Meri 


i 
D(X Xx) => J Hd 
A 
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Esto nos permite encontrar que 


o(s - Par) =D + o(S ax) - 
ne 


koa 


E ao(s Ya x,) = = D(f) — y dc, 


de donde se desprende (23,24). 


Según la suposición, la función L(¢o) verifica las condiciones 
del lema que acabamos de demostrar; por eso la desigualdad 
(23,24) se cumple para L(qo). Recordando (18,24), encontramos 


Y 141 < DU). (24,24) 
a 


La función L(g,) es continua en el segmento [0, /]. Tomando 
en cuenta la relación (19,24) obtenemos, empleando la desigual- 
dad de Bessel, 


Dane fur de. (2524) 


De la ecuación SN tenemos 


20 > - f 00 5) X (8) ds; (26,24) 


por consiguiente, 


X(x) 
Ae 


para x fijo es el k-ésimo coeficiente de 
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Fourier de la función — G (x,s) que verifica en el segmento 
0 < s < l las condiciones del lema. Por eso 


Xile) 
Ak 


< D(G) S M, cuando 0 < + < I. (27,24) 


TE 
Derivando (26,24), obtenemos 


Xl) _ 
Ta 
en vir Fis de la desigualdad de Bessel, de aqui se tlesprende que 


A 
z as jo ds < Ma cuando 0 < r < I. (28,24) 


= f Ga Xa (5) ds; 


“a 
Comprobemos ahora que la serie (20,24) converge uniforme- 

mente en el segmento 0 < + < 1. Aplicando la desigualdad de 

Cauchy y empleando la estimación (27,24) encontramos 

1» 


Y 14910214] + VE] B|) = 


ken 


X, 
PE IS 


nm 


VEEE (yia ¡En 
cvn (Ena fS a) 
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de aquí se infiere la convergencia uniforme de la serie (20,24) ya 


que las series numéricas © 23.47 y % convergen debido a 


a 


(24,24) y (25,24). 


Demostremos la convergencia uniforme de la serie (21,24). 
Usando la desigualdad (28,24), obtenemos 


y OS y 20! )> 
Vh 


kan 


ZLAPAC 


= Y == Aj + VTB) < 
he 
o A 
< VM: VÈ xA + VÈ 281). (29,24) 
E 
La serie y converge debido a que para la función L(ẹo) 


a 
se cumple la desigualdad de Bessel; la seric y h, Bi converge en 
a 


virtud de la aplicación del lema a la función qı Por eso de 
(29,24) se desprende la convergencia uniforme de la serie (21,24). 


Observación 1. Haciendo los mismos razonamientos se 
puede fundamentar el método de Fourier para el problema mixto 
con la ecuación general (1,21), con sólo utilizar las estimaciones 
del tipo (7,23) para las funciones TF(1) y T¿*(1) y sus deri- 
vadas. 
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Observación 2. Los resultados del presente epígrafe per- 
miten obtener de otra forma el teorema fundamental expuesto en 
el 10 del $ 22. En efecto, para una función que verifica las 
condiciones del lema anterior, debido a las desigualdades (23,24) 
y (27,24), obtenemos: 


nn nom 


20 la! = QA ols 


V% 


< vD) y [Fra < 


para una n > N (8), es decir, la seric Y a Xuts) converge uni- 
E 
forme y absolutamente en el segmento (0, 1]. 


$ 25. ESTUDIO DE LAS VIBRACIONES DE 
UNA MEMBRANA 


1. En el $ 1 hemos considerado el ejemplo de la ecu 
las vibraciones de una membrana 


Supongamos que en la posición de equilibrio la membrana 
coincide con wma región acotada G del plano (x, y) que tiene 
frontera T suave por trazos. Entonces la función (t, x, y) que 
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ibraciones debe verificar la ecuación (1,25) y 
¡ciales 


determina estas 
las condiciones it 


u (0, x, y) = go(x, y) (desplazamiento inicial), tez 
u, (0, x, y) = quíx, y) (velocidad inicial), } ” 


cuando el punto (x, y) € G. En la frontera I de la región G la 
función u(t, x, y) debe verificar alguna de las condiciones de 
contorno del tipo considerado en el $ 1. 


Analizaremos el caso elemental : una membrana con borde fijo, 
es decir, la condición de contorno 


u(t, x, y) ="0, cuando (+, y) € P. (3,25) 


Resolviendo el problema nuevamente por el método de separa- 
ción de variables, pongamos 


u(t, æ, y) = T(t) v (z, y). 


Análogamente 'al caso unidimensional, obtendremos las siguientes 
ecuaciones para las funciones T(t) y v(x, y): 


T” +AT = 0, (425) 
w av 
= F 3 +1w=0. (5,25) 


Para la ecuación (5,25) con la condición de contorno (3,25) 
existe una sucesión infinita de valores propios. Las funciones 
propias correspondientes a los diferentes valores propios son 
ortogonales, En comparación con el caso de una variable indepen- 
diente, puede suceder que a ciertos valores propios corresponda 
no una, sino varias funciones propias linealmente independientes. 
Estos valores propios se dicen múltiples. Entre las. funciones 
propias que corresponden a un valor propio dado, siempre se 
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Puede escoger un sistema finito de funciones propias linealmente 
independientes y ortogonales entre sí, de manera que cada función 
Propia —correspondiente a este valor propio— sea una combina- 
ción lineal de las mismas. 


Las funciones propias así escogidas para todos los valores 
propios forman un sistema completo de funciones ortogonales 


UA, y), Vals, Y), +. UnA, Y), o 


Desarrollemos las funciones qo(x, y) y qx, y) en series 
según las funciones va (+, y) 


glr, y) = > Asun, Y), lx, y) = y Bava, y) > 
ii i (6,25) 


Tomemos dos soluciones T* (t) y T** (t) linealmente inde- 
pendientes de la ecuación (4,25) de modo que se verifiquen las 
condiciones 

T*(0) = 1; T¥(0) =0; T**(0) =0; T*”(0) = 


La serie 


u(t, x, y) = E YA TED + BTI] (7,25) 


representa la solución de nuestro problema siempre que tanto esta 
serie como las que se obtienen derivándola término a término 
respecto u t, x e y, hasta dos veces inclusive, converjan unifor- 
memente. 


Consideraremos ahora dos casos particulares en que las fun- 
ciones propias de Ja ecuación (5,25) se pueden encontrar, a su 
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vez, separando las variables. Análogamente se puede proceder en 
el caso en que el número de variables es mayor. Estos casos se 
pueden estudiar exhaustivamente, reduciéndolos a un problema de 
valores propios unidimensional mediante el siguiente lema. 


Lema Sea qils), gula), ..., qulx), -.. un sistema com- 
pleto de funciones ortogonales y normalizadas con peso pr(x) 
en el segmento [a, b]. Supongamos, además, que para todo n 
(n = 1,2, ...) existe un sistema completo de funciones 


Ymi (9), Une (Y), ---, Yam (Y), +++ (8,25) 


ortogonales y normalizadas con peso pa(y) en el segmento [c, d]. 
Las funciones p(x) y pa(y) se suponen continuas y no negativas, 
En este caso las funciones 


Xamr, Y) = galr) Yam(y) 


forman un sistema completo de funciones ortogonales y normaliza- 
das con peso p(x, y) = p(x) pa(y) en el rectángulo a S x S b, 
c S y < 4, es decir, se cumplen las igualdades 


ab 


{f P (2, Y) Xam(x, Y) Xw'w (x, y) dx dy = 
lsisn=x8", m= w, 
= { , A (9,25) 
Osin ó m0, 
ysi 


da 
cm = f f 0 (E, 9) f (5 9) Xum (2, y) dæ dy, 
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para cualquier función f(x, y), continua en el rectángulo señala- 
do, se cumple la igualdad de Parseval 


fi p (a, y) IFC, y)] dr dy = y 5 An. (10,25) 


Demostración. Es evidente que las fórmulas (9,25) son 
válidas. Para demostrar (10,25) tomemos 


» 
fans Y) qu (1) dr = galy)- 
z 

Entonces es obvio que 


a 
J Pal y) In (Y) Yum (Y) dy = Com, 


j elf, y)] de = y B) 


CEEI 


y que 


O 


fao A (9) dy = E2 A 


ya que los sistemas Ymm(y) son completos para cualquier 1 y la 
función ga(y) es de cuadrado integrable. 


Puesto que la serie Y g% (y) está formada por términos posi- 
tivos y converge en todo punto del segmento [c, d] a una función 
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continua, podemos afirmar, de acuerdo con el teorema de Dini 
que esta serie converge uniformemente en este segmento y que, 
por lo tanto, 


db 


S [e © tc ner dy sfe E 
Ss 5 fi (7) g5 0) dy = D 


que es lo que queríamos demostrar. 


2. Consideremos el primer caso particular: vibraciones de una 
membrana rectangular. 


Supongamos que la región G es el rectángulo 0 < <a, 
0 < y < b. Separando las variables en la ecuación (5,25), 
pongamos 
vlr, y) = X(x) Y (9). 


Después de la sustitución de esta función, la ecuación (5,25) 
toma la forma 


X”Y 4 XY” 4 34XY =0. 


Dividamos por XY y pasemos A- al miembro derecho de la 
igualdad. La igualdad obtenida 

pi $e 

F PRESS 
es equivalente a dos ecuaciones diferenciales ordinarias 


X"+aX=0, Y 48y = 
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donde a es una constante y f = A — a. De acuerdo con la 
condición de contorno (3,25), la primera ecuación debe resolverse 
con las condiciones 

X(0) = X(a) =0, 


y la segunda con las condiciones análogas 

Y (0) = Y(b) = 0. 
Para verificar estas condiciones debemos aceptar que a > 0 y 
e > 0 (véase el $ 20). Repitiendo los razonamientos del $ 20, 


abtenemos las sucesiones de valores propios y de funciones pro- 
pias normalizadas de la primera y segunda ecuaciones 


nz El nz 
e = E Xz) = ITÄ 
mr $ = 
RE Sa abh id a 
(mm = 1,2, 


De acuerdo con el lema, el sistema de funciones 


mr 


sen LE rsen TE y (11,25) 


Uam(x, Y) = 


vab 


es un sistema completo de soluciones ortogonales y normalizadas 
de la ecuación (5,25) en el rectángulo 0 < x < a, 0 < y < b 
con la condición de contorno (3,25), (aquí Yum (3) = Yu (y) 
para cualquier 2). A cada función propia Uan (+, y) corresponde 
el valor propio 
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Es evidente que si los números a y son conmesurables, podre- 
mos obtener un mismo valor de A para n y m escogidos de dife- 
rente modo, es decir, para diferentes funciones propias. Tenemos, 
por consiguiente, un ejemplo de valores propios múltiples. 


El problema del desarrollo de las condiciones iniciales en úna 
serie según las funciones (11,25) es simplemente el estudio co- 
rrecto de la descomposición de una función en una serie doble 
de Fourier según los senos. Si las condiciones iniciales —después 
de extenderlas de modo impar según y e y al rectángulo Ja] < a, 
y] < b y periódicamente a todo el plano— son funciones de 
cuatro derivadas continuas, entonces los coeficientes de las series 
(6,25) tienden a cero suficientemente rápido, en el sentido de que 
la serie (7,25) puede ser deriváda dos veces. Por lo tanto, en 
este caso, es correcto aplicar el método de Fourier para resolver 
el problema planteado. Podemos ver que una vibración arbitraria 
de la membrana, al igual que la vibración de la cuerda, se puede" 
representar como la superposición de una serie de vibraciones 
simples, las llamadas vibraciones Propias, correspondientes a los 
valores propios Anm. 


Presentan interés las líneas nodos de estas vibraciones, cs 
decir, las líncas a lo largo de las cuales se anula la función propia 
correspondiente al valor propio dado. Consideremos estas líneas 
en el caso de la membrana rectangular. Si el valor propio dado 
no es múltiple, es decir, si le corresponde solamente una función 


propia 


las líneas nodos son simplemente segmentos de rectas paralelas a 
los lados del rectángulo. En cambio, si el valor propio es múltiple, 
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a diferentes combinaciones de las funciones propias correspónden 
distintas líneas nodos, la forma de las cuales puede ser muy 
variada. En la figura 11 que damos más abajo hemos representado 
las líneas nodos de yna membrana cuadrada de lado 1 para los 
valores A = 5%, 10%, 134°, 17%, Debajo de las figuras de las 
líneas nodos hemos indicado las correspondientes funciones propias, 
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3. Como segundo ejemplo consideremos una membrana circu- 
lar. Para su estudio, es natural escribir la ecuación (5,25) en 
coordenadas polares. 


Siendo + = p cos q, y = p sen q, encontramos 
dv 4 1 q 19 

d” e d P o” 

Si tomamos el centro D del circulo, con el cual coincide Ja men- 
brana en la posición de equilibrio, en el origen de coordenadas y 


para simplificar aceptamos que el radio del círculo es igual a Í, 
la condición de contorno (3,25) se puede escribir en la forma 


+%w=0. (12,25) 


v(l, 9) =0. 
Aplicando el método de separación de variables, pongamos 


vle, 9) = R(p) (9), 


de donde, realizando la sustitución y separando las variables, 
obtenemos ecuaciones diferenciales ordinarias para R(p) y D(9): 


D”(9) + able) = 0, (13,25) 

PR” (e) + pR (p) + OP — a) R = 0. (14,25) 
Para las soluciones de la ecuación (13,25) tenemos, debido al 
sentido fisico del problema, la condición de periodicidad; nos 


interesan solamente las soluciones que tienen periodo 2m. Tales 
soluciones existen solamente si 


=0 14,2... an 


Para estos valores de æ 


a(g) = An cos ng + Bn sen ng. 
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Podemos escoger un sístema completo de funciones B,(9) orto- 
gonales y normalizadas en la circunsferencia, por ejemplo, 


j — 1 e EN . Qe 1 
w O E e ngi ameo) =/ Eon ma 


Volvamos a la ecuación (14,25). Después de colocar los valores 
a = n? y sustituir la variable independiente 


ei =e VA 


obtenemos una ecuación de Bessel de m-ésimo orden 
AR” (p1) + AR (e) + (e — 1%) R (p1) = 0; 


su única solución (salva un factor constante), acotada cuando 
pı > 0 (es decir, cuando p — 0), es la función de Bessel Jn(p1) 
de primera especie y n-ésimo orden." 

Es sabido que para cualquier » la función /,(x) tiene un 
número infinito de raíces positivas p™ , pl, ..., p, .., de 
manera que J.(p2) = 0. 

Además, que para cualquier » fijo, las funciones Ja (p%® x) 
(m= 1,2, ...) son ortogonales con peso x en el intervalo (0, 1) 
y forman un sistema completo de funciones ortogonales en este 
intervalo: 


1 


ji ATI) Jn (MPx) dr = 0 si m + m. 


e Véase, por ejemplo, V. V. Stepanov, Curso de ecuaciones dife- 
rericiales, cap. VI, $ 2, epigrafe 2, p. 250, Fizmatguiz, 1959. 
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Las funciones 
Jn (az) 


V f = pods 


para un n cualquiera forman un sistema completo de funciones 
ortogonales y normalizadas. Sin demostrar estos resultados, ° 
observemos que son una generalización de las propiedades de las 
funciones propias, demostradas en el § 22, aplicadas al caso de 
ecuaciones con coeficientes de forma más general que los consi- 
derados alli. En efecto, la ecuación (14,25) se puede escribir 
en la forma 


Guam (1) = 


Ry — F R + XR = 0, 


y vemos que el primero y el último coeficientes se anulan en uno 
a EN 
de los extremos del segmento [O, 1] y que rý se hace un infinito 


en ese extremo. De acuerdo con esto, se puede demostrar que 
bastará tomar como condición de contorno para p = 0, en el pro- 
blema de valores propios de la ecuación (14,25), la condición de 
que la solución sea acotada, para que la misma quede determinada 
univocamente, salvo un factor constante, siempre que en p = 1 se 
cumpla una de las condiciones del tipo (2,22). 

Exijamos"que para p = 1 sea 


IVA) =0, 


10 Véase, por ejemplo, R. O. Kuzmin, Funciones de Bessel, ONTI, 
1935; A. N. Tijonov y A. A. Samarski, Ecuaciones de física mate- 
mática, Gostiejizdat, 1953, pp. 566 - 619. 
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€s decir, que 


ANA 


Vemos que si p, p™, ..., p, ... es la sucesión de 
ceros de la función J.(x), los valores propios à de nuestro pro- 
blema serán 


0. 


Dam = [eP], 


y las funciones propias normalizadas de la ecuación (14,25) serán 
las funciones 


1 
Yom (P) = Jaleo) —— 


VÍ P [7n (aime) 7? de 


Aplicando el “lema del subepigrafe 1, podremos obtener un 
sistema completo de funciones propias 


Yum (P) DIG), Yam CP) Dit (g) 


de la ecuación (12,25) y encontrar Ja solución de nestro problema 
desarrollando las funciones gu(g, 9) y pulp, 9) en series del tipo 


el = y > [eh PE (9) + EDC) ] dam CP)» 


i 


E) Laim PICO) + dns Pot Ce) ] Ham (P). 


Multiplicando los términos de la primera serie por las 7*(t) 
correspondientes y los términos de la segunda por las T**(t) 
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correspondientes, y sumando las series obtenidas, encontraremos 
la serie (7,25) que representa la solución del problema planteado. 
La convergencia uniforme y la posibilidad de derivar término a 
término la serie obtenida, se cumplirán, como siempre, cuando las 
funciones qo(p, 9) y qulp, e) sean suficientemente suaves, ve- 
rifiquen las mismas condiciones de contorno que debe verificar 
la solución que se busca de la ecuación (1,25) y cumplan, además, 
ciertas condiciones adicionales en la frontera del círculo. 


$ 26. RESULTADOS COMPLEMENTARIOS -SOBRE 
LAS FUNCIONES PROPIAS Y LA POSIBILIDAD DE 
RESOLVER EL PROBLEMA MIXTO PARA 
ECUACIONES HIPERBÓLICAS 


1, Todo lo expuesto hasta el momento en relación con los 
valores propios de la ecuación (1,22), se extiende de modo natural 
al problema análogo para la ecuación 


(pue), + (Pay), — qu + hpu = 0 (1,26) 
y la ecuación 
Cpa), + (ba), + (Pat) — qu + hpu =0 (2,26) 


suponiendo que las funciones p;, sus derivadas y p son continuas 
y que p; y p son mayores que ciertas constantes positivas. 

Busquemos las soluciones de la ecuación (1,26), en una región 
finita G de frontera L suave por trozos, que no sean idéntica- 
mente nulas y verifiquen en la frontera la condición 


u=0 (3,26) 
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o bien 
Que 


Er + ou (4,26) 


Aquí 2 es la derivada en la “dirección de la conormal” que se 


determina en cada punto de la frontera por el vector (p, cos (n, 4), 
pacos (n, y), donde cos (1, x), cos (n, y) son, respectivamente, los 
cosenos de los ángulos entre la dirección de la normal exterior y 
los ejes Ox y Oy; o es una función no negativa definida en la 
frontera de G. Definamos, análogamentc, las, funciones propias 
y los valores propios de este problema, Consideremos las fun- 


cionales 
Mu) = Jf pu? de dy, 


a 


D(u) = ff (pue + pañ + quí dx dy 


con la condición de contorno (3,26) y 


D*(u) = D(u) + fue d= 
z 
= f f (pués + pat + que) de dy + f out di 
s E 


con la condición de contorno (4,26). Entonces podremos extender 
fácilmente a este caso todos los teoremas sobre las propiedades de 
las funciones propias y los valores propios que hemos demostrado 
en el $ 22. 
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Para este caso se cumple, en particular, el teorema de Courant 
sobre la propicdad maximinimal de las funciones propias así 
como la relación que el mismo implica entre los valores propios, 
por un lado, y los coeficientes de la ecuación, la región G y las 
condiciones de contorno, por otro lado. Es fácil ver que el n-ésimo 
valor propio no disminuye cuando aumentan las funciones o (1), 


bb: a 
1, Da) Qo z 


Problemas de este tipo se presentan, por ejemplo, al estudiar 
las vibraciones de una membrana. En este caso las propiedades, 
análogas a las descritas en los subepigrafes 5 (propiedad c) y 6 
del § 22, tienen una interpretación fisica interesante ya que ca- 
racterizan la variación de las frecuencias de las vibraciones propias 
de la membrana cuando ésta se fija en algunas partes del contorno 
de G (5c) o cuando tiene grietas (6). La última propiedad 
concuerda perfectamente con el fenómeno fisico bien conocido: 
los objetos fracturados emiten tonos más bajos que los enteros, 

De la misma forma conserva su validez para las ecuaciones 
(1,26) y (2,26) el teorema sobre la propiedad de ser completo 
del sistema de funciones propias y el teorema 'sobre la posibilidad 
de desarrollar cualquier función f (que verifique en la frontera 
las mismas condiciones de contorno que verifican las funciones 
propias consideradas) en una serie según las funciones propias, 
que converge uniforme y absolutamente. No obstante, en el 
último teorema es necesario exigir que f sea más suave que en 
el caso de una variable independiente. Para dos y tres variables 
independientes es suficiente que f tenga derivadas continuas hasta 
el segundo orden inclusive en la región cerrada y que la frontera 
sea suficientemente suave. El método de demostración de este 
teorema, que hemos explicado anteriormente para una variable 
independiente, no es aplicable en estos casos, Es necesario recurrir 
aquí a ecuaciones integrales. 
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Para ecuaciones elípticas generales de segundo orden, las fun- 
ciones propias fueron estudiadas por M. V. Keldysh. 7: 


Las propiedades de las funciones propias y los valores propios 
(teoremas sobre la descomposición, estructura del espectro) para 
estas ecuaciones son mucho más complejas que en los casos par- 
ticulares (1,22), (1,26) y (2,26) considerados anteriormente. 


2. Al estudiar las propiedades de las funciones propias de la 
ecuación (1,22) no hemos tratado el problema sobre el número 
de cambios de signos (de “ceros”) de la función X, (x), corres- 
pondiente al valor propio A», en el intervalo (0, 1). A este pro- 
blema se refieren los llamados teoremas oscilatorios de Sturm. 


Resulta que, en primer término, la n-ésima función propia de 
la ecuación (1,22) con la condición de contorno (5,22) tiene 
exactamente (# — 1) ceros un el intervalo [0, 1] y que, en se- 
gundo término, los ceros de la función Xn,1 (x) se alternan con 
los ceros de la función X, (+), es decir, en cada intervalo com- 
prendido entre dos raíces de Xnsx (x) se encuentra una raíz de 
la función Xn(x+) (compárese con I. G. Petrovski, Lecciones 
sobre la teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias, $ 39, 
Gostiejizdat, 1952). 


En relación con las líncas nodos de la n-ésima función propia 
de la ecuación (1,26) con las condiciones de contorno (3,26) se 
ha demostrado que las mismas dividen la región principal G a lo 
sumo en n regiones parciales y se sabe que, a diferencia del caso 
de una variable independiente, el número de estas regiones puede 
ser menor que n. En el caso de varias variables no se ha demos- 
trado ningún teorema análogo al teorema de Sturm sobre los 
ceros alternados de las furíciones propias sucesivas de una ecuación 


11 M, V. Keldysh, Actas de la AC de la URSS, 77, 


1 (1951), 11 - 14. 
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ordinaria. Por supuesto, tampoco se conoce el comportamiento 
asintótico de las funciones propias en el caso de regiones arbi- 
trarias. 


3. Varios problemas de la fisica, tanto clásica como moderna, 
se reducen a determinar las funciones propias y los valores pro- 
pios de la ecuación 


w + du =R(x) ur (5,26) 


en el intervalo — wo < x < wm o en el intervalo finito (0, 1), 
pero suponiendo que la función R(x) se hace un infinito en uno 
o ambos extremos del intervalo. 


En los diferentes casos la teoría de la descomposición según 
las funciones propias se generaliza de diferente modo, Señalemos 
los dos casos más importantes. 


a) Intervalo finito, O < x < l; R(0) = æ. En muchos 
problemas, en lugar de la condición de contorno en el punto 
w = 0, se pide que se cumpla la condición 


i 
J PISES ba (6,26) 


donde u(x, A) es una solución de la ecuación (5,26). Resulta 
entonces que en algunos asos, no todas las soluciones de la ecua- 
ción verifican la condición (6,26). En estos casos la condición 
(6,26) junto con la condición de contorno en el punto z = l 
determinan univocamente (salvo-un factor constante) los valores 


*2 Recordemos que mediante una sustitución de variables cualquier ecuación 
del tipo (1,22) con coeficientes suficientemente suaves se puede llevar a 
esta forma. 
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propios y las funciones propias; además el espectro se compone 
de puntos aislados y tiene validez el teorema oscilatorio de Sturm. 


En otros casos resulta que todas las soluciones de la ecuación 
(5,26) verifican la condición (6,26). Entonces con la condición 
(6,26) no basta para determinar el espectro de la ecuación. (5,26) ; 
es necesario dar una condición de contorno adicional en el punto 
+ = 0, de la cual no hablaremos aquí. Esta condición adicional 
junto can la condición en v = 1 implican que el espectro sea 
puntual. En ambos casos tiene validez el teorema de la descom- 
posición para una clase amplia de funciones. 


Ambas posibilidades se manifiestan claramente en la ecuación 
de Bessel 


y + t y+ (e — 3) y=0, (7,26) 


Sus soluciones son 


J,(sx) cos vz —J - (sx) Š 


Jdss), Y,(s1) = EA 


Sustituyendo y, = Y 7 y la ecuación (7,26) se transforma en la 
ecuación 


*— 


1 
y+ 6 = E )» =0 (7,26), 


del tipo (5,26). 


73 Para v entero, la función Y, (sx) se define como el límite que toma 
cuando v tienda al-yalor entero dado, 
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Si v > 1, la condición (6,26) se verifica solamente para las 
funciones Y y J, (sx). SiO < v < 1, todas las soluciones de la 
ecuación (7,26) verifican esta condición. 

Para obtener las funciones propias y los valures propios debe 
pedirse, en el primer caso, que la función VFJ, (sx) verifique 
una condición de contorno solamente en el punto I, por ejemplo, 
la condición 


d 


[VEL Je — MV add (8,26) 


Esta condición junto con la condición (6,26) determina las fun- 
mes propias y los valores propios. 


En el segundo caso, cuando 0 < y < 1, a la condición (8,26) 
hay que añadir una cierta condición en el punto v = 0. 


b) Intervalo (0, co), R(x) es una función continua. En este 
«aso los problemas físicos conllevan, generalmente, la búsqueda 
de las soluciones u(x) de la ecuación (5,26) que verifiquen cierta 
condición de contorno en x = 0 y sean acotadas cuando r => 0. 
Resulta que si R(x) es una función absolutamente integrable en 
cl intervalo (0, 00) se tiene el llamado espectro continuo, es decir, 
una sucesión continua de valores propios y una familia de fun- 
ciones propias u(x, A) que varía continuamente cuando varía A. 
Se puede generalizar en este caso la igualdad de Parseval, es 
decir, la definición de la propiedad de ser completo del 
de funciones propias. Tiene validez el siguiente teorema, 


Sea f(x) una función de cuadrado integrable en el intervalo 
(0, œ). Entonces 


fra dx = fe (A) de (à) (igualdad de Parseval), 
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donde F(A) (la transformación de Fourier generalizada de la 
función f(x) ) es el límite de la sucesión de funciones 


Fa O) = f 100 dz, 


comprendido en el sentido de la convergencia media cuando 
n> o 


Jin y [E — Fa) ]* de 0) = 


Aquí p (4) es una cierta función no decreciente, 


La representación de la función f(x) mediante una integral, 
respecto al parámetro %, de las funciones propias, es decir, la 
fórmula del tipo 


to 


fs f u(x, A) dg O) 


para cierta función y(A) (esta fórmula es el análogo de la inte 
gral corriente de Fourier para la ecuación w” +4 hw = 0), se 
cumple para ciertas suposiciones mucho más rígidas que no 
expondremos aquí. 


Este grupo de problemas se puede estudiar más detalladamente 
por el libro de B. M. Levitan “Descomposición según funciones 
Propias”, Gostiejizdat, 1950. 


4. Al igual que para una variable independiente, también en 
el caso de un número mayor de dimensiones es necesario estudiar 
a veces el problema sobre los valores propios para ecuaciones con 
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coeficientes que se hacen un infinito. No existe una teoría general 
de estos problemas, pero en algunos casos se logra resolver com- 
pletamente el problema y obtener la descomposición según las 
funciones propias del problema correspondiente. Como ejemplo 
mencionaremos la ecuación de las vibraciones de un gas en el 
espacio 

Au = tn, 


que al ser resuelta por el método de Fourier nos conduce al 
problema de encontrar las funciones propias de la ecuación 


Au + ru = 0 


en una región G. Si la región G es una esfera de radio 1 y de 
centro en. el origen de coordenadas, reduciendo la ecuación a 
coordenadas esféricas y determinando las soluciones que tienen la 
forma u(p, 0, q) = f(p) Y (0, 9), obtendremos para la función 
Y (0, q) la ecuación 


Sl (a E =) tgo 2 (sot )] THS 


cuyos coeficientes se hacen un infinito en los polos de la esfera, 
es decir, para 6 = 0, 0 = x. Las condiciones de contorno para 
esta ecuación consisten en que la solución sea continua y única 
sobre la -esfera p = 1. Para estas conditiones obtenemos, igual 
que en el caso de coeficientes continuos, una sucesión infinita de 
valores propios kn = n (n + 1). A cada valor propio kn corres- 
ponden 2n + 1 funciones propias Y” (0, g) linealmente inde- 
pendientes (funciones esféricas de n-ésimo orden, m = 1, 2, ..., 
2n + 1), la sucesión de estas funciones propias es completa sobre 
la superficie de la esfera y toda función continua y suficiente- 
mente suave sobre la esfera se puede descomponer en una serie, 
según las funciones esféricas, que converge uniformeniente. 
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5. Métodos variacionales para la búsqueda aproximada 
de funciones propias y valores propios** 


Según hemos demostrado en el $ 22, el problema de buscar el 
primer valor propio y la primera función propia de la ecùación 
(1,22)con las condiciones de contorno 


X(0) =X()=0 


es equivalente al de buscar el mínimo de la funcional 
í 
D(X) = f X” + qX") de (9,26) 
z 


bajo la condición 
i 
H(X) = [ pXzdx =1 (10,26) 


en la clase de funciones X(x) continuamente derivables en el 
segmento [0, /] y que se anulan en los extremos del mismo, Para 
la solución aproximada de este problema, empleemos el método 
de Ritz que consiste en lo siguiente. Consideremos un sistema 
arbitrario de un número infinito de funciones linealmente inde- 
pendientes ¿n(+), O < x < 1, continuamente derivables y que 
verifican las condiciones de contorno 


9(0) = q(1) =0. 


74 Véase L. V. Kantorovich y V. I. Krylov, Métodos aproxi- 
mados del análisis superior, Gostiejizdat, 1952, cap. IV, pp. 258 - 373. 
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Busquemos una solución aproximada del problema extremal 
planteado en la forma de una combinación lineal de un número 


finito de funciones 
x 


Xa(2) = X apte) (11,26) 

con coeficientes indeterminados an. 
Sustituyendo (11,26) en (9,26) y (10,26) e integrando, llega- 
remos al problema de encontrar el minimo de la forma cuadrática 


El 


4 
O ASA 
; 


x 
+ aan (x) ql 1)] de = y AmnQnGn 
sa 


bajo la condición 
x 1 


sí 
blo: 0%): 5 anan | poagndr = > Brisani; 
a 


ma mms 


Este es un problema del cálculo diferencial que en la práctica 
se resuelve sin dificultad, ya que las derivadas de g y h respecto 
a a, son funciones lineales de a, ..., ay y por eso el sistema de 
ecuaciones 


a(g — Mh) 


E) (12,26) 
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es un sistema de ecuaciones homogéneas lineales respecto a 
ax, El determinante de este sistema es un polinomio de N-ésimo 
grado respecto a A. Se anula para A = A, a., AP, MP < 
KAM S +) < AQ. Todas las A son reales. Para cada A(" 
existe una solución no trivial a, a®, ..-, (0 del sistema 
(12,26). Si A(" es una raíz del determinante de multiplicidad k, 
el sistema (12,26) tiene, para à = Af”, £ soluciones linealmente 
a). 

Supongamos que el sistema de funciones gn(+) es tal que para 
toda función f(x), continuamente derivable en el segmento 
[0, 1] y que verifica las condiciones (0) =f(1) = 0, y para cual- 


independientes (a UY. 
independientes (a(%, 


quier e > 0, se puede encontrar una combinación lineal Y cxp, de 


A a 
las funciones q. con coeficientes constantes tal que en el segmento 


10, 1] tengamos 


[fog — aalr) | <e y |F (1) — cgi (a) | <e 
2: 2 


Entonces para cada i fijo y N > wo tendremos 
MD > de, 


donde A; es el i-ésimo valor propio del problema dado. Los vafores 
24% para un į menor que cierto número fijo M y para valores 
suficientemente grandes de M representan el valor aproximado 
de los M primeros valores propios de la ecuación (1,22) con las 
condiciones de contorno 


X(0) = X(1) =0. 
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De la sucesión de funciones X se puede escoger una subsuce- 
sión X7 tal que en el segmento [0, /] tendremos uniformemente 


X(x) > Xi(x) cuando N > œ, 


donde X;(x) es la i-ésima función propia del problema planteado. 

La rapidez con que X% (+) converge a Xi(x) depende esen- 
cialmente de como se escogen las funciones a(x) y del grado de 
derivabilidad de los coeficientes p(x), q(x), p(1).% 

Una exposición detallada del método de Ritz, de Galerkin y de 
otros métodos aproximados aparece en el libro de S. G. Mijlin 
“Métodos variacionales en la física matemática”, Gos 
1957, 


6. Fundamentación del método de Fourier para la 
solución del problema mixto en el caso de 
muchas variables independientes 


Mediante el método de Fourier se puede resolver el problema 
mixto para la ecuación hiperbólica del tipo 


pi = NE [ases owha o -] E 50) + 
s 


+ f(t, £u ..., 2a) (13,26) 


dentro del cilindro recto C, de altura T arbitraria, una de cuyas 
bases es la región G del hiperplano t = 0, con las condiciones 
iniciales 


10,1) = e), Le (0,5) = 42) (14,26) 


Véase, por ejemplo, N. M. Krylov y N. N. Bogolubov, Noti- 
cias de la AC de la URSS, serie fis. mat., 1930, pp. 43 — 71, 105 - 114. 
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y la condición de contorno 
u = 0 en la frontera de G. (15,26) 


La solución de este problema, al igual que en el caso de dos 
variables independientes, se representa formalmente mediante la 
serie 


$ E a a e 
vV 


fro sen Vilt — 7) a] Wrla -.., ta), (16,26) 


donde Ur(x1, - +-; £n) son las funciones propias de la ecuación 


con la condición de frontera (15,26), y 
fta) =f s fre Fu 0001 En) Ua (Fi 0003 £a) dti oo dEn 


S. L. Soboliev fue el primero en introducir las soluciones 
generalizadas del problema mixto. Soboliev obtuvo las llamadas 
desigualdades energéticas para las soluciones de la ecuación 
(13,26) en el cilindro C,. Estas desigualdades permiten demos- 
trar la convergencia media tanto de la serie (16.26) como de las 
que se obtienen derivando (16,26) término a término respecto a 
Ys y a t y comprobar que la suma de'la serie (16,26) es la solu- 
ción generalizada del problema mixto (13,26) - (15,26). 
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Los trabajos de S. L. Soboliev sobre las ecuaciones hiperbóli- 
cas, en los que se empleaban sistemáticamente los teoremas de- 
miostrados por él sobre la inmersión de los espacios funcionales, 
y en los que se utilizaban los conceptos de solución generalizada 
y de derivada generalizada, influyeron enormemente en los estu- 
dios posteriores del problema mixto. 


Para la ecuación de ondas no homogénea con muchas variables 
independientes J. L. Smolitski ha demostrado la existencia de la 
solución corriente del problema mixto, empleando las estimaciones 
deducidas por él para las funciones propias y sus derivadas.?* 


O. A. Ladyzhenskaya ha demostrado que tanto la serie (16,26) 
como las que se obtienen derivándolas dos veces término a término 
respecto a x; y a t, convergen uniformemente en C,, siempre que 
se cumplan ciertas condiciones para los coeficientes de la ecuación 
(13,26), las funciones iniciales y la frontera de la región G." V. 
A, Ilin ha dado otra fundamentación del método de Fourier para 
la resolución del problema mixto (13,26) - (15,26) ; esto permitió 
reducir al mínimo las suposiciones que se hacen respecto a la fronte- 
ra de la región G. 7% N. A. Krasnosclski ha propuesto un esquema 
general de argumentación del método de Fourier para una clase 
amplia de problemas, que se basa en la aplicación de la teoría de 
las potencias fraccionarias de los operadores en los espacios 
funcionales, 


to. J, L. Smolits ki, Actas de la AC de la URSS 73, N° 3, (1950), 
Pp. -463 — 466. 


770. A. Ladyzhenskaya, Problema mixto para la ecuación hiper- 
bólica, Gostiejizdat, 1953. 


18 V, A. Ilin, Logros de las ciencias mat, 15 : 2 (1960), 97 - 154. 


™ Véase M. A. Kras noselski, y E. I PustyInik, Actas de la 
AC de la URSS 122, N° 6 (1958), 978 - 981. 
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7. Resolución del problema mixto para una ecuación 
hiperbólica general lineal de segundo orden 


„El problema mixto para ecuaciones hiperbólicas del tipo 


au o'u Lo oom Š, u 
mart 2 am t 2 bga 


+ bo x + cu +f, (17,26) 


donde aij, doi, bi, bo, e y f son funciones suficientemente suaves 
de f, X...» ¥n lo resolvieron por primera vez” Krzyzanski y 
Schauder % mediante la aproximación analítica de los coeficientes 
de la ecuación, de las condiciones iniciales y de las de contorno. 
Resultó necesario o someter las condiciones iniciales a suposiciones 
rígidas respecto a la derivabilidad o suponer que la altura del 
cilindro era suficientemente pequeña. 

Empleando el método de las diferencias finitas, O. A. Lady- 
zhenskaya *! ha demostrado la posibilidad de resolver el problema 
mixto para la ecuación (17,26) en un cilindro C,, de altura T 
arbitraria, bajo determinadas suposiciones naturales respecto a los 
coeficientes y las condiicones iniciales, Se ha estudiado también el 
problema de la existencia, unicidad y propiedades de las derivadas 
de la solución generalizada del problema mixto. 

El problema mixto para la ecuación (17,26) en el cilindro C, 
se puede reducir a un problema de Cauchy para una ecuación de 


s Krzyzanski, Schauder, Studia Mathematica, t, VI (1936), 
162 - 189, 


sl Véase la llamada 77. 
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operadores en cierto espacio funcional. Este espacio tiene, en 
particular, la propiedad de que todas sus funciones suaves verifi- 
can las condiciones de frontera definidas en la superficie lateral 
del cilindro C,. Esta idea resultó ser válida también para ecua- 
ciones y sistemas de tipo más general. Esto ha pérmitido demos- 
trar, empleando los métodos del análisis funcional, los teoremas 
relativos a la existencia y unicidad de la solución generalizada 
de problemas mixtos para ecuaciones y sistemas de este tipo.$% 


Resultados muy generales sobre la posibilidad de resolver los 
problemas mixtos para diferentes clases de ecuaciones, han sido 
obtenidos mediante la teoría de las funciones generalizadas." 


82 Véase, por ejemplo, M. I. Vishik y O. A, Ladyzhenskaya, 
Logros de las ciencias mat.; 11 : 6 (1956), 41 - 97, 


8 Lions, Acta Mathematica 94, N° 1 - 2 (1955), 13 = 153, 


Capítulo 3 
ECUACIONES ELÍPTICAS 


$ 27. INTRODUCCIÓN 


En todo el cafítulo presente consideraremos como represen- 
tante elemental de las ecuaciones elípticas la ecuación de Laplace 


(127) 


Las propiedades principales de las soluciones de esta ecuación 
no dependen de ». Para simplificar la exposición siempre consi- 
deraremos el caso n = 2 sin repetir cada vez si se pueden aplicar 
razonamientos análogos cuando 1 > 2. Al final del capítulo se 
dará una reseña de los resultados que se conocen para ecuaciones 
elípticas de tipo general. 


Las ecuaciones elípticas describen procesos estacionarios, En 
el $ 1 hemos visto, por ejemplo, que la ecuación de Laplace se 
satisface para la temperatura estacionaria u de una placa homogé- 
nea o de un cuerpo homogéneo. Hemos visto también que esta 
ecuación describe la forma de una membrana que se apoya en una 
curva alabeada y está en equilibrio. Los potenciales del campo 
gravitacional y del campo eléctrico estacionario también verifican 
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la ecuación de Laplace, en los puntos sin masa o sin carga eléc- 
trica, según el caso. 


Una de las propiedades principales de las soluciones de las 
ecuaciones elípticas es que son suaves, Esto concuerda plenamente 
con que las ecuaciones elípticas describen fenómenos estacionarios : 
físicamente está claro que todas las irregularidades iniciales des- 
aparecen cuando el proceso se hace estacionario, En este capítulo 
demostraremos que todas las soluciones continuas de la ecuación 
de Laplace son analíticas respecto a todos los argumentos, Sin 
embargo, no sería correcto afirmar que todas las soluciones de la 
ecuación de Laplace son analíticas. Por ejemplo, la ecuación 


e ğu 
dy 


4 
o 


(2,27) 


ida por las relaciones 


ulz, y) = R {e77} si 270, donde z = # + iy, 
u(0, 0) = 0 


No obstante, es fácil ver que esta función no sólo no es analítica 
n una vecindad del origen de coordenadas s 


no que incluso” es 


discontinua en el origen de coordenadas, Por consiguiente, para 
afirmar que wes analítica debe aceptarse que u no sea arbitraria. 
Las soluciones continuas de la ecuación de Laplace (es decir, las 


Du 


funciones continuas para las cuales existen las derivadas 


0% 


dd r re 
y Y) =0) se llaman funciones armónicas 
Öri 
Ei 
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Un problema de contorno típico para las ecuaciones elípticas 
es el primer problema de contorno (problema de Dirichlet) que 
hemos mencionado en el $ 1. En la frontera T de una región finita 
G del espacio (%,, ..., 3n) se tiene una función continua f. Se 
busca una función u(x, ..., Xan) que sea armónica dentro de G 
y tome los valores dados de f en T. El sentido exacto de la frase 
“la función (41, Xz, ..., Xn) debe tomar en la frontera los valores 
dados” es el siguiente: la función que coincide con (41, Ya, «.-:Yn) 
dentro de G y coincide en la frontera con la función f definida en 
la misma, debe ser continua en G = G + I. 


El segundo problema de contorno (problema de Neumann) 
consiste en hallar dentro de una región finita G, limitada: por la 
superficie T con plano tangente continuo, una función armónica 
MAL +++, Xp), que sea continua en G +T y tal que su derivada 


du cano . 
LL on la dirección de la normal exterior tome cn cada punto de 
ón 


la frontera de G cl valor que tiene en ese punto una función 
dada f. 


En el $ 1 hemos 


visto ejemplos de problemas fisicos que se 
reducen al primer y segundo problema de contorno para la ecua- 
ción de Laplace. 

En lo que sigue consideraremos detalladamente los problemas 
de existencia y unicidad de la solución de estos problemas para 
la ecuación de Laplace. 


Problema. Sta u(i, -s 2n) = f(r), donde 


r=V (a 4 F (n — 97 y la función f(r) está 
definida para r > 0 y tiene derivada continua de segundo orden, 
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Demuestre que si u(x,, ..., 7a) es una función armónica para 
r > 0, entonces 


f(r) = 


li 
5 
+ 
9 
y 
l 
Il 


f(r) 


§ 28. PROPIEDAD DE MÁXIMO Y MÍNIMO 
Y SUS COROLARIOS 


1. Nos limitaremos al estudio de funciones armónicas 4(x, y) 
de dos variables independientes. Todas las afirmaciones demos- 
tradas en este epígrafe son válidas para funciones armónicas con 
cualquier número de variables independientes y se demuestran 
análogamente. 


Lema 1. Supongamos que en un círulco de radio R, inclu- 
yendo su frontera, está definida una función continua u(x, y) 
armónica en todos los puntos interiores del círculo. Supongamos 
que en todos los puntos (x,y) interiores a este círculo se tiene 
u(x, y) > u(xo, yo) donde (xo, yo) es un punto situado en la 
frontera, Si en el punto (xo, Yo) existe una derigada de la función 
u(x, y) en la dirección Y que forma un ángulo agudo con la di- 
rección de la normal interior, entonces 


Demostración. Podemos suponer que el origen de coorde- 
nadas se encuentra en el centro del círculo, ya que al trasladar 
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paralelamente los ejes, una función armónica se transforma en una 
función que también es armónica. Consideremos la función 
sA 1 


1 1 
v(5 y) = ln + qn 


donde r = Vx + y7. En todos los puntos interiores del círculo, 
excepto el centro, RA, v > 0, ya que en la frontera del 


círculo v = 0 y a PEN Li 35 < 0. Es fácil comprobar 
dv ðv 1 fa 
que e + y T TE ¿sia y A O. 


Denotemos mediante D el conjunto de puntos (+, y) en los 


1 
cuales $ R? < 4° + y? < R?. Sea «el valor mínimo que toma 


2 
la función u(x, y) — (xo, Yo) en la circunferencia a? + y? = T 


De las hipótesis del lema se desprende que a > 0. 


Consideremos en la región D, la función 


a 
y) — (ta Y) — ¿7 
7 R 

vi EN 0) 


Es fácil ver que w > 0 en'la frontera de la región D. La función 
1w(x, y) no puede tomar su valor mínimo dentro de la región D 
ya que 


w(x, y) = u(r, 
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en D, mientras que en el punto de mínimo, necesariamente 


>. 
Si > 0y Li > 0. Por eso en todos los puntos dela región 


D, w > 0, es decir, 


u(x, y) — u(ro, yo) > vs, y). 


En el punto (+, Yo) 


Z E os (mn, 


donde cos (»,r) es el coseno del ángulo entre la dirección del 
radio-vector en el punto (xo, yo) y la dirección v. Es evidente que 


2 5 0 Además, como. las: funciones (1,9) lso y 


dv 


v(+, y) se anulan en el punto, (xo, yo) y como cn la región D 


ul, Y) — uso Yo) > — va y)» 


entonces en el punto (£o, Yo) 


que es lo que se quería demostrar. 


Teorema de máximo y mínimo. Una función armónica 
u(x, y), diferente de una constante, no puede tomar en ningún 
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punto interiqr de G eh valor de la cota superior o inferior de los 
valores de u(x, y) en G. 


(Si la región G es finita y u(x, y) se puede extender a G de 
manera que esta extensión —que también la denotaremos mediante 
u(x, y)— sea continua en G, entonces, evidentemente, las cotas 
superior e inferior de los valores de u(x, y) en G coincidirán con 
sus valores maximal y minimal, respectivamente, en G). 


Demostración.” Supongamos que una función armónica 
u(x, y), diferente de una constante, toma en la región G el valor m 
que es igual a la cota inferior delos valores de w(x, y) en G. Sea 
E el conjunto de los puntos de G en los cuales (x, y) = m. 
Debido a que u(x, y) no es constante en G, existirá una región 
G, contenida junto con su frontera en G, que contiene algunos 
puntos del conjunto £ y al menos un punto no perteneciente a E. 
Dentro de la región G, existirá un punto P, no perteneciente a E, 
tal que su distancia hasta el conjunto E será menor que su dis- 
tancia hasta la frontera de G, ya que existen puntos de G, tan 
próximos a E como se quiera, pero no pertenecientes a E, mientras 
que la distancia hasta la frontera de la región G de todos los 
puntos de G, es mayor que cierto número positivo.** 


Consideremos un círculo K con centro en el punto P y cuyo 
radio es iguala la distancia entre el punto P y el conjunto E. 
Este círculo se encuentra dentro de G y todos los puntos interio- 
res de este círculo no pertenecen a E. En la frontera del círculo 


st O: A, Oleynik, Colección mat, 30 (72) : 3(1952), 696 - 697. 


` 
ss La distancia entre el punto P y el conjunto JR es la cota inferior de 
las distancias entre P y los puntos de OR. 
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K habrá un punto Q perteneciente a E. Esto se desprende de la 
definición de la distancia entre un punto y un conjunto y de que 
los puntos límites del conjunto E, contenidos en G, pertenecen a 


E. En los puntos del conjunto E se cumple que z =0y 


Aplicando el lema 1 a la función u(x, y), considerada en el 
círculo K, obtendremos que la derivada de u( x, y) en el punto 
Q en cualquier dirección no tangente a la frontera del círculo en 
el punto Q —siempre que dicha derivada exista— es diferente de 

i el u u 
cero, Pero esto está en contradicción con que a =0y u =0 
e 
en el punto Q, ya que al menos uno de los ejes coordenados no 
coincide con la tangente a la frontera del círculo en el punto Q. 
Esta contradicción demuestra que la función armónica u(x, y) 
diferente de una constante no puede tomar dentro de G el valor m. 

Si u(x, y) tomase dentro de G el valor M que es igual a la 
cota superior de los valores de u(r, y) en G, la función —u(x, y) 
tomaría el valor de la cota inferior de sus valores en G, lo que, 
como hemos visto, no es posible, El teorema queda demostrado. 


Corolario 


Una función, armónica en una región finita G y continua en G, 
toma sus valores máximo y mínimo en la frontera de esta región. 


2. Del teorema demostrado se desprende directamente la wni- 
cidad de la solución del problema de Dirichlet. En efecto, supon- 
gamos que dos funciones armónicas 1 y uz coinciden en la frontera 
de una región acotada G. Entonces su diferencia que, evidente: 
mente, es también una función armónica, es idénticamente nula 
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en la frontera de esta región, y según hemos demostrado, no puede 
tomar dentro de la región valores mayores o menores que cero, 
es decir, 

m — m =D y n = m, 


Del teorema de máximo y minimo se desprende también la 
dependencia continua de la solución del problema de Dirichlet de 
las condiciones de contorno, cualquiera que sea la región acotada 
G. En efecto, supongamos que 1, y ts son las soluciones del 
problema de Dirichlet en cierta región G con los valores fi, re 
pectivamente, fz sobre la frontera I de la región G y que en todos 
los.puntos de T se tiene |f, — f.| < e. Entonces los valores que 
toma en la frontera la función armónica t — u, y que son igua- 
les, evidentemente, a fı — fa, verifican las desigualdades 


—=e<fif<e 


Del teorema de máximo y minimo se desprende entonces que en 
toda la región G 
—e< MM — M4 < e, 


es decir, | us — 12 | < e, que es lo que se quería demostrar. 


De aquí se puede deducir el siguiente lema que será útil en 
lo sucesivo, 


Lema 2. Si una sucesión de funciones continuas cn una 
región acotada cerrada y armónicas dentro de esta región, converge 
uniformemente en la frontera de la región, también converge uni- 
formemente en toda la región considerada. 


Para la demostración consideremos una sucesión tn ..., 
um... de este tipo y denotemos mediante f; los valores de las 
funciones u; sobre la frontera I de la región G. Según la supo- 
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sición, la sucesión f; converge uniformemente. De acuerdo con el 
criterio de Cauchy, para todo e > O existe un N tal que para 
n, m > N en todo T se tiene | fa — fm | < e. Pero entonces, como 
hemos demostrado, para estos n y m tendremos [in — tm] < e 
en G. Basándonos en el carácter suficiente del criterio de Cauchy 
deducimos que la sucesión ts, ...., Un, ++. converge uniformemen- 
te en la región cerrada. 


3. Aplicando el lema 1 y el teorema de máximo y mínimo se 
pueden demostrar los siguientes teoremas. 


Teorema 1. Supongamos que la frontera T de la regi. u 
es tal que por. todo punto P: de la frontera I se puede pasar un 
círculo Kp perteneciente a G, es decir, existe un círculo K, que 
contiene el punto P y tal que todos sus puntos interiores pertene- 
cen a G (esto ocurre, por ejemplo, en el caso en que la curva 
que limita la región G tiene una curvatura acotada en cada punto). 
Si la función armónica u(x, y) es continua en G + P y es dife- 
rente de una constante, en el punto P, de la frontera de G donde 
u(x, y) toma el valor minimo (respectivamente, máximo), la de~ 


rivada x de la función u(x, y) en la dirección de la normal 
P 


exterior es negativa (respectivamente, positiva) siempre que en 
du 


este punto exista la derivada an” 
2 


Demostración. Tomemos el círculo Kp. Según la suposi- 
ción, todos los puntos interiores de este círculo pertenecen a G. 
Si u(x, y) es distinta de una constante, según el teorema de 
máximo y mínimo la función «(x,y) toma su valor mínimo 
solamente en los puntos fronterizos de G. Por eso el valor. de 
u(x, y) en todos los puntos interiores de Kp «es estrictamente 
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menor que el valor de u(x, y) en el punto Pı. Aplicando el lema 


1 de este epígrafe tendremos que 2%. < 0 en el punto. P,, siempre 
` ia S dn 
que esta derivada exista. 
En los puntos de I, donde u(x, y) toma su valor máximo, 
la función —«(x, y) toma su valor mínimo y, según hemos de- 


mostrado, — (— u) < 0, es decir, 2% > 0. 
AS , es decir, — > 0. 
on ðn 
Teorema 2. Las soluciones del segundo problema de con- 
torno pueden diferir una de otra solamente en sumandos constan- 


tes, siempre que la frontera de G satisfagai la condición señalada 
en cl teorema 1. 


Demostración. Sean m(x, y) y a(x, y) dos funciones 
Du _ ðu 


armónicas en G, continuas en G + T y tales que == 3n = =| 
n 

sobre T. La función u(x, y) = w(x, y) — m(x, y) es armó- 

nica en G, continua en G +T y tal que Z- DenT. Si u(x, y) 


fuese diferente de una constante, de acuerdo con el teorema 1, en 
el punto P, donde w(x, y) toma su valor mínimo, la derivada 


u PEET ás 2 
e será diferente de cero. Por consiguiente, w(x, y) es igual a 
n 
una constante. 
Problema. El tercer problema de contorno consiste en 
hallar una función w(x, y) armónica en la región G, continua en 


G +T y tal que E oil toma: en cada punto dede frontera: de 
a 


la región G el valor de la función dada f (a > 0, a %0 y x es 
z 
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la derivada en la dirección de la normal exterior). Demuestre la 
unicidad de la solución del tercer problema de contorno para la 
ecuación de Laplace, suponiendo que la frontera T de la región G 
verifica la condición señalada en el teorema 1. 


$ 29. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE DIRICHLET 
PARA EL CÍRCULO 


1. Sea f(s) una función continua definida en una circunfe- 
rencia de radio 1. Aquí s denota la longitud del arco de la cir- 
cunferencia, que se toma a partir de un cierto punto fijo, y se 
supone que (0) = f(2x). Es necesario construir una función u 
armónica dentro de la circunferencia que tome sobre la. circun- 
ferencia los valores dados f(s). 


Tomemos el origen de coordenadas en el centro del círculo 
considerado y el eje Ox de manera que pase por el puntos = 0. 
Pasemos a coordenadas polares tomando el eje Ox como el eje 
polar y O como polo. Entonces la ecuación de la circunferencia 
considerada en coordenadas polares será: p = 1, y la función 
f(s) se representará como f(g) donde p es el ángulo polar del 
punto perteneciente a la circunferencia. 


Apliquemos, para resolver nuestro problema, el método de 
Fourier, suponiendo inicialmente que f(s) tiene segunda derivada 
continua. Más tarde nos libraremos de esta limitación. La ecua- 
ción de Laplace en coordenadas polares tiene la forma 


gu 1 u 1 g'u 


ea 


Laa 1,29 
d p 0 en 
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Buscaremos la solución de esta ecuación como el producto de dos 
funciones 

u =R(p) .B(9). (2,29) 
Sustituyendo este producto en la ecuación (1,29). y separando las 
variables, obtendremos (análogamente al $ 20) dos ecuaciones 


diferenciales ordinarias para las funciones R(p) y ® (9). 


$9 b=0 
PR” + eR — R =0, (3,29) 
La función b (q) debe tener, de acuérdo con el planteamiento 
del problema, un período 2% lo que ocurre solamente si A es cero 
o el cuadrado de un número entero n. Poniendo A = n° y 
DP, = an cos nọ + bn sen 19, 


obtenemos de (3,29) la siguiente ecuación para R 


PR” + pR — R = 


Esta ecuación tiene las soluciones linealmente independientes 
R =p" y R = q”) y puesto que la segunda solución es discon- 
tinua en el origen de coordenadas, las soluciones parciales del tipo 
(2,29), que son continuas dentro del círculo de radio igual a la 
unidad, se representan por las funciones 


Un(P, 9) = p"(an cos mo + da sen ng). 


49 Mediante la sustitución y = el esta ecuación se reduce a una ecuación 
con coeficientes constantes. 
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Además para A = O tenemos la solución uo(p, 9) = const. que 


denotaremos mediante >. La serie 
uo o) = + pda cos ng + ba sen ng) (429) 
T 


para cualesquiera an y ba acotados converge en cualquier punto 
interior del circulo ya que, si p < 1, esta seric se puede mayorar 
con una serie convergente del tipo 


MAI+A+FA+ HRH) (5,29) 
donde p < pı < 1. 


Para probar que la función (4,29) es armónica cuando 
0< p < 1, escribiremos la serie (4,29) en términos de las 
coordenadas x e y 


us y) = 4 DR [Can br iy]. (629) 


La seric (6,29), así como las series que se obtienen derivándola 
respecto a v e y tantas veces como se quiera, convergen unifor- 
memente si.0 <p < pı < 1 ya que estas series se pueden 
mayorar por la serie (5,29) y por las series que se obtienen de 
(5,29) derivándola término a término respecto a pı De adhí se 
sigue que u(x, y) verifica la ecuación de Laplace, ya que cada 
término de la serie (6,29) es una función armónica, 

Sustituyendo en (4,29) p = 1 y u(1,9) = f(ẹ), obtenemos 
la igualdad 


fa) = S + Y (a cos ng + ba sen mp), 
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que se cumplirá —debido a la suposición respecto a f (¢)— si do, an 
y bn son los coeficientes de Fourier de la función f(9) : 


a 
w= fro de; 
o 


NS 
an= 2/10 cos nodo; 
$10 sen nodo. (1,29) 


Para que la serie (4,29) con los coeficientes definidos por las 
fórmulas (7,29) dé la solución del problema de Dirichlet, debemos 
probar que esta función es continua en el círculo cerrado p < 1 
(véase $ 27). Pero la serie (4,29) se puede mayorar, cuando 
? < 1, mediante la serie 


Lel 4 ta Ibal 


que converge debido a que hemos supuesto que f(s) tiene segunda 
derivada continua." 


Por lo tanto, la serie (4,29) resuelve el problema de Dirichlet 
en el circulo de radio igual a la unidad con la condición de frontera 
f(s), siempre que esta última función sea dos veces continuamente 
derivable, 


1 
57 En este caso, como se sabe, a, = 0 (à) yo,=0 G) 
nè nè 
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Probemos ahora que la serie (4,29), donde a, y b se calculan 
mediante (7,29), representa (cuando p < 1) la solución del 
problema de Dirichlet aún en el caso en que f(s) sea una función 
continua arbitraria, Construyamos para ello una sucesión de fun- 
ciones fm(s) dos veces derivables que converja uniformemente 
a la función continua f(s) definida sobre la circunferencia p = 1. 
Sea um la solución del problema de Dirichlet correspondiente a la 
función fm(s). Según el lema 2 del $ 28, la sucesión Um converge 
uniformemente en el círculo p < 1 a una función continua 
u(x, y). Es evidente que x(x, y) coincide con f(s) cuando p = 1. 

Demostremos que para p < 1 la función u(x, y) se representa 
por la serie (4,29) con los coeficientes (7,29). Según hemos 
demostrado, esta serie converge cuando pọ < 1 y es una función 
armónica, Sean a{™ , b( los coeficientes de Fourier de la fun- 
ción fm. 


Siendo m suficientemente grande tendremos, cualquiera que 
sea n 
lan — am| Le [dn — bM] Sa 


donde e es un número positivo arbitrario. 


De aqui 


FED elos cos ng + bn sen ng) — un | = 


E 
+ De (an — aj) cos ng + 
ii + (ba —bf) sen ne | | < 
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Por lo tanto, la función w(x, y) se representa por la serie 
(4,29) y es la solución del problema de Dirichlet correspondiente 
a fa función f(s). 

2. Transformemos la serie (4,29) sustituyendo en la misma 
los coeficientes a» y ba por sus expresiones (7,29). Tendremos, 
recordando que  < 1, 


“lp, 9) = 5 + Yer cos ng + bn sen nę) = 
2a hs e 2: 
1 1 
= fioa) [f 7000 cos n dp. cos ne + 
5 Ta 


+frw sen np dy. sen ne } = 


s4froasri S fror cos ny — q) dy = 


-Afro (+2 ronio) a 


Pongamos ọ — Y = o y transformemos la expresión que aparece 
entre paréntesis. Obtendremos 


o A 


21422 D =+ a 


+ > 
1-2 


CTE 2pc0s" (8,29) 
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Por eso, cuando p < 1 


E ER 
ulpe g) = z fio IF e° — 2p cos (Y— 9) 


La integral (9,29) se llama integral de Poisson. 


dy. (9.29) 


Si el círculo es de radio R arbitrario, tendremos la solución 
del problema de Dirichlet correspondiente a una función f(s) 
continua arbitraria, si en la fórmula (9,29) sustituimos p por + 
Como variable de integración podemos en lugar de y tomar s = R}. 
Entonces encontraremos la integral de Poisson para un círculo 
arbitrario 


aR 
Re 
R fio EFPT2R 0 y 
o (10,29) 


u(p q) = 


Observación. Fórmulas, análogas a (10,29), se cumplen 
también para la solución del problema de Dirichlet en el caso 
de una esfera n dimensional. La fórmula correspondiente al caso 
n=3es 

1 T 
ETET ajo GE as 
“0 00)= E ffro O) RAR ryh 
z 


donde la integración se realiza por una esfera Y de radio R y y 
es el ángulo entre los radios vectores del punto (r, 0, ẹ) y del 
punto (R, 0”, e) que recorre la superficie Y. 


Problema 1. Realice una comprobación directa de que la 
integral de Poisson (10,29) es una función armónica en un 
círculo de radio R. 
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Problema 2. Demuestre que el valor límite que toma en la 
circunferencia p = R la función determinada por la integral de 
Poisson (10,29), coincide con f(s). 

3. Señalemos otra forma de resolver el problema de Dirichlet 
basada en la utilización de la función de Green. 

Obtengamos primeramente la fórmula de Green que se cumple 
para cualesquiera dos funciones u(x, y) y v(x, y) que, posean 
derivadas continuas de primer y segundo orden en D + P, donde 
D es una región finita de frontera I seccionalmente suave, 
Aplicando la fórmula de Ostrogradski, encontramos 


O 
(jes es 
fo fp (11,29) 


+ LE 


dv 
da 


donde A v = es la derivada de v en la 


> 
dirección de la normal exterior a la curva I. Análogamente te- 
nemos 


d 


t= v ds— ffosu de dy. (12,29) 
: 14 


De las igualdades (11,29) y (12,29) se desprende la fórmula de 
Green 


¡qiero tit = Sana) (13,29) 
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Sea u(x, y) una función armónica en la región D. Partiendo 
de la igualdad (13,29), deduciremos una fórmula que expresa el 
valor de u en un punto arbitrario (xo, Yo) de la región D mediante 
los valores fronterizos de w. 


Pongamos 
1 
U(E, Y; To Yo) = In F 
donde r =/ (+ — x0)? + (Y — yo)”, y apliquemos la fórmula 


de Green a las funciones w y v en la región D, limitada por la 
curva T y la circunferencia P, de centro en el punto (+o, Yo) 
y de radio arbitrariamente pequeño e. Tendremos 


nr (r7)]e+ 


; 
y ¿le = x == (o >)]u5 =0. (1429) 


La dirección de la normal n, a I, exterior respecto a la región 
D,, coincide con la dirección del radio P',, desde el punto (+, y) 
al punto (Yo, yo). Por eso, sobre T, se tiene 


2+) ¿ (m2) Lar (15,29) 


Debido a la continuidad de las primeras derivadas de w te- 
nemos 
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donde C no depende de e. Por eso 


ES |<c.2.0.1m 20 
i 


cuando e > 0. 


En virtud de (15,29), encontramos 


me 


f 
donde (++, Y+) es un cierto punto sobre P',. Por lo tanto, cuando 
e > 0 la última integral en el miembro izquierdo de (14,29) tiende 
a —2r u(so, Jo). 

Pasando en la igualdad (14,29) al límite, cuando e > 0 ob- 
tenemos 


Wto y) = zf E = AO ES (16,29) 


Supongamos que hemos logrado construir en la región D una 
función armónica v,(x, y; xo, Yo) que tiene en D derivadas aco- 
tadas as primer y segundo orden y coincide en I con la función 
In 7 - Aplicando la fórmula de Green (13,29) a las funciones 
u y v, en la región D, encontramos 


S a a (17,29) 
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Restando esta igualdad de (16,29) obtenemos la relación 


ias f sá (- De E sE n) ds. (1829) 
/ 


Por lo tanto, para la función (x, y), armónica en la región D, 
hemos encontrado la fórmula (18,29) que expresa el valor de 

' esta función en un punto arbitrario (xo, yo) de lá región D me 
diante sus valores en la frontera. La función 


A í 1 

G(x, y; Xo Yo) = A In Ju 
se llama función de Green del problema de Dirichlet para la región 
D. De (18,29) tenemos 


opes fio - ds, (19,29) 


donde f(s) son los valores de u(x, y) en T. 


Al deducir la relación (19,29) hemos supuesto de antemano 
la existencia en D de la función armónica w(x, y) que toma en T 
los valores f(s). Por eso, después de construir la función de 
Green para la región D, debemos comprobar directamente que el 
miembro derecho de la fórmula (19,29) es efectivamente la solu- 
ción de) problema de Dirichlet en la región D con la función 
fronteriza f(s) dada 


Para ciertas funciones, la función de Green se puede construir 
explícitamente. Así, para el circulo de radio R y centro en el 
punto O,.la función de Green tiene la forma 


G(x, Y; Yo Yo) = z+ =h 


pr 
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donde r = MM», p = OMo, rı = MM; los puntos M y Mo 
tienen las coordenadas (x,y) y (Xo, Yo), respectivamente; M, es 
un punto situado en la continuación del radio OMe de manera que 
OM, - OM, = R°. Es fácil comprobar (se lo dejamos al lector) 
que en el caso de un círculo la fórmula (19,29) coincide con la 
fórmula (10,29) obtenida anteriormente mediante otras conside- 
raciones. 


¿Problema 3, Construya la función de Green del problema 
de Dirichlet para el semicírculo. 


$ 30. TEOREMAS SOBRE LAS PROPIEDADES 
PRINCIPALES DE LAS FUNCIONES ARMÓNICAS 


La demostración de la mayoría de estos teoremas se basará 
en que una función w, que es armónica en cierto círculo cerrado 
K, se puede representar cn él mediante la integral de Poisson, 
muy cómoda para la investigación. En efecto, si u es armónica 
y, por consiguiente, continua en el circulo K, dados sus valores 
en la frontera de este círculo se puede construir, en forma de la 
integral de Poisson, una función t, armónica dentro de K y que 
en la frontera de X toma los mismos valores que tiene u. Pero 
de acuerdo con la unicidad del problema de Dirichlet m = u, es 
decir, la integral de Poisson es la función inicial t. 


Teorema 1 (de la media aritmética). Si u(x, y) es 
una función armónica dentro de un círculo K y continua en K, 
su valor en cl centro de K es. igual a la media aritmética de sus 
valores sobre la circunferencia. 
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Demostración. Representemos u mediante la fórmula 
(10,29) dentro de K. Aplicando esta fórmula al centro, es decir, 
para p = 0, tenemos 
aR 
A f u(R, Y) ds, (1,30) 
R 


u(0, q) = 


donde y = ica precisamente que u(0, 9) es igual 


y esto sign 
R 


a la media aritmética de los valores que toma u en la circunferen- 
cia de radio R. 


Problema 1. Demuestre el teorema de máximo y mínimo 
($ 28), empleando el teorema de la media aritmética para fun- 
ciones armónicas. 


Problema 2. Sea u(x, y) una función continua en la re- 
gión G y tal que su valor en el centro de cualquier círculo perte- 
neciente integramente a G sea igual a la media aritmética de sus 
valores sobre la circunferenci Demuestre que u(x, y) es una 
función armónica. 


Teorema 2. Siu(x, y) es una función armónica dentro de 
un círculo K y acotada en K, su valor en el centro de K es igual 
a la media aritmética de sus valores en este círculo, 


Demostración. Sea 0 < R < Ro donde R, es el radio del 
círculo K. De (1,30) tenemos 
2R 


2R.u(0, = fur Y) ds. 
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Integrando esta igualdad respecto a R entre O y Ro, encontramos 


R3.u(0, ) = tffe Y) ds, 


de donde 


u(0, 9) = 


u(R, Y) dQ, 


que es lo'yue se quería demostrar. 


Teorema 3. Toda función armónica u(x,y) es analítica 
respecto a x e y. Esto significa que la función u(x, y) se puede 
desarrollar en una serie según las potencias de (+ — xo), (y — Yo) 
en una vecindad de un punto (xo, Yo), siempre que este punto 
pertenezca a la región donde u(x, y) es armónica. 


Demostración. Supongamos que u(x, y) es armónica en 
el círculo K de radio R y centro (xo, Yo). Trasladando el origen 
de coordenadas y realizando una transformación de semejanza, 
podemos conseguir que el punto (xo, yo) esté en el origen de 
coordenadas y que el radio de K sea 1. Por eso se puede aceptar 
que ro = yo =0yR=1. 

En el subepígrafe 1 del $ 29 hemos demostrado que u(x, y) 
se representa por la serie (6,29). Consideremos ahora la serie 


PAED Rano c, ¿Pay (230) 


ko to 
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donde C}, , son coeficientes binomiales y k? + J? 5% 0. Puesto 
que Cl, <:2%*1 y am Da son acotados, la serie (2,30) se puede 
mayorar mediante la serie 


ayy Alella 
ES 


donde M > 0 es una constante que converge cuando |r) < $ 
li < 4 


Como las sumas parci: (6,29) forman una sub- 
sucesión de las sumas parciales de la serie (2,30), que converge 
absolutamente y, además, la serie (6,29) converge a u(x, y), la 
serie (2,30) también converge a w(x, y). Por lo tanto, queda 
demostrado que w(x, y) se desarrolla en una serie potencial según 
ar, y en una vecindad del punto v = y 


Teorema 4 (sobre una sucesión uniformemente con- 
vergente de funciones armónicas). Si la sucesión de fun- 
ciones ni (x, y), k = 1, 2, ..., armónicas dentro de una región 
finita G y continuas en G, converge uniformementè en la frontera 
de G, también converge uniformemente en toda la región G y la 
función limite de esta sucesión es armónica dentro de G. 


Demostración. Según el lema 2 del $ 28, la sucesión de 
funciones u»(x, y) converge uniformemente en toda la región G. 
Por eso debemos comprobar solamente que la función límite es 
armónica dentro de G. Tomemos para eilo algún punto Q de G 
y consideremos el círculo K que tiene su centro en el punto Q y 
pertenece integramente a la región G. Representemos cada función 
ttar, y) en este circulo mediante la integral de Poisson, 


ECUACIONES ELÍPTICAS 347 


Sea 
a Y Re 
wr y =3/ (0 Fra 
(3,30) 


donde f,(4) son los'valores de un en la frontera del círculo K de 
radio R. En ambos miembros de la igualdad (3,30) podemos 
pasar al límite, ya que la sucesión de funciones fn(y) converge 
uniformemente y la sucesión tn converge en cualquier punto inte- 
rior (x, y) del círculo K. Denotando mediante u(x, y) y (4) 
los límites respectivos, obtenemos 


Re 
“Lp —2 Rp cos (o — y) 


or 
(50) =3/10 7 de. 


De donde se ve que u(x, y) es armónica en el círculo K. 


Este teorema se lama frecuentemente primer teorema de 
Garnak. 


Observación. Del teorema demostrado ¿e deduce que la 
totalidad de las soluciones generalizadas de la ecuación de Laplace, 
que hemos definido al principio del $ 9, coincide con la clase de 
las funciones armónicas, siempre que se consideren solamente las 
soluciones continuas de la ecuación de Laplace. 


Teorema 5 (sobre una sucesión monótona de funcio- 
nes armónicas). Si la sucesión de funciones un(x, y) armó- 
nicas en la región G, converge en algún punto interior A de esta 
región y para cualquier n 


Maril(x, y) > tala, y) 
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en todos los puntos de la región G, entonces la sucesión un(x, y) 
converge en toda la región G a una función armónica: u(x, y) Y, 
además, esta convergencia será uniforme en cualquier parte aco- 
tada cerrada de G. 


Demostración. Comprobemos primeramente que nuestra 
sucesión converge uniformemente en todo círculo K, de radio R 
que tiene su centro en A, siempre que su clausura K, se encuentre 
Unsp — Un = Un,p donde p 
es un número entero positivo arbitrario, De acuerdo con la hipó- 
tesis del teorema tap > 0. Consideremos un círculo K* concén- 
trico con Kr, de radio R + e, pero tal que junto con su frontera 
está dentro de G. Cada función Ya,» se puede representar en el 
círculo K, en forma de la integral de Poisson 


dentro de G. Estimemos la diferenci 


Ware q) = 

g 
= Aj aR $ 

VEDETI 
y dy. (4, 
AMETE TET T e 4 
Puesto que — 1 < cos (q — 4) < + 1, tenemos 
Rte—e 
RETS 
(Rte — e R+e+o 


<A SET] pat) REA 
(5,30) 
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Recordando que %,p (R + e, Y) > 0 encontramos, basándonos 
en (4,50) y (5,30) 


PA 
i R+e—p 


ERFT Unal R + e 4) dY < vaolP, q) < 


Reely 
S Rep 
; 


OA 
Pero según el teorema de la media aritmética 


AS nur + e 4) dy = 000, 9 = mola). 
i 


Por eso 
R+e—p Ñ R+e+e Í 
RF S valp 4) S ae Un (1). (6,30) 


Aquí se ve que la sucesión 4» converge uniformemente en Kı 
si converge en el punto Æ. Por eso, de acuerdo con el primer 
teorema de Garnak, la función límite será armónica dentro de Kı. 


Para demostrar la convergencia de la sucesión un en algún 
punto B de la región G unimos este punto y -i mediante una que- 
brada l que se encuentra integramente dentro de G y está com- 
Puesta por un número finito de lados; esto siempre es posible de 
acuerdo con la definición de región. La quebrada / junto con los 
puntos 4 y B forma un conjunto cerrado. No tiene puntos co- 
munes con la frontera de G y por eso se encuentra a una distancia 
positiva 5 de esta frontera que también cs un conjunto cerrado. 
Sea 4; el punto de intersección de K, con l. Sea K, un circulo 
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de radio 3 3 y centro en Az. De acuerdo con lo visto anterior- 
mente, la sucesión 14 converge uniformemente en todo punto de 
este circulo incluyendo su frontera. De la misma forma esta 
sucesión converge uniformemente en el círculo Ks de radio 4 4 y 
en su frontera, si el centro de Ka está ca la intersección de 1 con 
la circunferencia Ka. Mediante un número finito de círculos K4 
(i = 1, ..., N) podemos cubrir toda la quebrada de manera que 
el punto B quede dentro de Kx. Con esto quedará probado que 
en toda la linea I y, en particular, en el punto B, la sucesión tn 
converge, Además en cada círculo K;, y en particular en Ky, estg 
sucesión converge uniformemente y por eso, según el primer teo- 
rema de Garnak, el límite de esta sucesión será una función, armó- 
nica en una vecindad de B. 


Demostremos ahora que la sucesión 1, (+, y) converge unifor- 
memente en cualquier conjunto cerrado acotado F que se encuen- 
tra integramente dentro de G. Según cl teorema de Geine-Borel, 
el conjunto F se puede cubrir mediante un riúmero finito de 
círculos K;, ..., Ky que junto con sus fronteras pertenecen a G. 
Acabamos de demostrar que la sucesión 4n(x+, y) converge en el 
centro de cada uno de estos círculos. Por consiguiente, esta sn- 
cesión converge uniformemente, según hemos visto, en cada círculo 
K; y, por lo tanto, en todo el conjunto F. 


Frecuentemente este teorema se llama segundo teorema de 
Garnak. 


Teorema 6 (sobre los valores de las derivadas de 
las funciones armónicas). Supongamos que en la región G 
se tiene una familia uniformemente acotada de funciones armóni- 
cas. Entonces en cualquier región G’, que junto con su frontera 
esté contenida en G, las derivadas de todas las funciones de" la 
familia están uniformemente acotados. 
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Demostración. Sea M la cota superior de los valores ab- 
solutos de las funciones de la familia dada y sea £ > O la distancia 
mínima. entre los puntos de la frontera de G’ y la frontera de G. 
Entonces un círculo K de radio 4 1 y centro en un punto arbitra- 
rio (xo, Yo) de la región G’ está contenido en G. 


Puesto que la derivada de unà función armónica es también 
una función armónica, obtenemos según el teorema 2 


E (20.30) = a sg fea (1,2) ds; 


(7,30) 


aquí u(x, y) es una función arbitraria de la familia considerada, 
S es la frontera del círculo K y n es la normal exterior a S. De 
(7,30) deducimos la desigualdad 


du 4 1 4 
Plans bes 
[z o » | < un = 5 


el punto (vo, Yo) y la función u son arbitrarios y por eso obtene- 
mos de aquí la acotación uniforme en G” de las derivadas respecto 
a x de todas las funciones de la familia. Análogamente 'se de- 
muestra que las derivadas respecto a y están uniformemente 
acotadas en G’. 


Teorema 7 (propiedad de ser compacta de una fa- 
milia uniformemente acotada de funciones armónicas). 
De cualquier familia infinita de funciones armónicas, uniforme- 
mente acotadas en la región G, se puede separar una sucesión 
infinita que converge uniformemente en cualquier región acolada 
G contenida, junto con su frontera, en G. 
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Esta afirmación se deduce del teorema de Arzela, ya que todas 
las funciones de la familia son equipotencialmente continuas en 
G' de acuerdo con el teorema 6. 


Teorema 8 (teorema de Liouville). Una función u(x, 
y), armónica en todo el plano, no puede ser acotada inferior ni su- 
periormente si no es una constante. 


Demostración. Sea, por ejemplo, u(x, y) >M en todo el 
plano; M es una constante, Añadiendo, si es necesario, una cons- 
tante a la función u(x, y) podemos lograr siempre que M > 0. 
Comprobemos entonces que el valor de w en cualquier punto 
Q (p, 9) es exactamente igual al valor de sé en el origen de coor- 
denadas (polo) O. Con esto quedará probado que w es una 
constante. Tomemos para ello un círculo K de centro en O y de 
radio R tan grande que el punto Q(p, 9) esté dentro del mismo. 
Representando en K la función mediante la integral de Poisson, 


tenemos 


Re—e 
dy. 
+ e” —2Kp cos (q — Y) y 


o? 
“(Q) = z fre D 


De aqui, análogamente a (6,30), encontramos 


£ R+e 
R+e R—ẹọ 


Cuando R > œ, tenemos #(0) < u(Q) < u(0), de donde 
u(Q) =u(0). 


Esta igualdad significa que la función u es constante, ya que 
Q es un punto arbitrario del plano. 


u(0) < “(Q) < «(0). 
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Teorema 9 (sobre la singularidad evitable). 


Sea u(x, y) una función acotada, armónica en una vecindad del 
punto A, excepto en el propio punto A donde w(x, y) no está 
definida. Entonces la función u(x, y)' se puede definir en A de 
manera que u(x, y) sea armónica en toda la vecindad considerada 
de A, incheyendo el propio punto A. 


Demostración. Vara simplificar las denotaciones, acepta: 
remos que A es el origen de coordenadas. Sea K un circulo de 
radio R y centro en 4, perteneciente íntegramente a la vecindad 
considerada de A. Sea w, una función armónica dentro de K que 
coincide con w en la frontera de K. Pongamos u — m = v, La 
función v(x, y) será acotada y armónica en todo el círculo K, 
excepto el punto 4 donde no está definida. En la circunferencia 
K la función v se anula. Demostremos que v = 0 y, por consi- 
guiente, u = 4, en todo K excepto el punto 4. Si una vez demos- 
trado esto, hacemos la función v igual a cero en el punto A y, por 
consiguiente, 4 = m, nuestro teorema quedará probado, 

Para demostrar la identidad v = 0 en todo el círculo K, 
excepto el punto 4, consideremos en este círculo la función 


OS 


donde M es la cota superior de |v | en K, e es un número pe- 
queño positivo y p = AP. -La función w,(P) es armónica 
en la región comprendida entre las circunferencias p = R y p = ¢, 
igual a cero cuando p = R e igual a M cuando p = e. De acuer- 
do con el teorema de máximo y mínimo para las funciones 
armónicas, podemos afirmar que en cualquier punto P del anillo 
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comprendido entre las circunferencias p = R y p = e y para 
cualquier e se tiene 


mé 


jur) <u—, (8,30) 
ng 


ya que sobre estas circunferencias -w (P) < v (P) < w. (P). 
Pero cuando e > 0 el miembro derecho de la desigualdad (8,30) 
tiende a cero. Por eso el miembro izquierdo es igual a cero, ya 
que no depende de e. 


Observación 1. 11 teorema 9 se verifica para un plantea- 
miento más general: sea u(x, y) una función armónica en una 
vecindad de 4, excepto el propio punto 4, donde u(x, y) no está 
definida y supongamos que para un punto arbitrario P de esta 
vecindad 


(2) | <P) In (9,30) 


1 
ap” 
donde «(P) > 0 cuando P > A. Entonces se puede asignar a la 
función w(x, y) un valor en el punto 4 de manera que u(x, y) 
sea armónica en toda la vecindad considerada de 4 incluyendo el 
propio punto 4. 

Esta afirmación se demuestra de la misma forma que el 
teorema 9. 


Observación 2. Sea u(x, y) una función acotada y armó- 
nica en la región G, continua en todos los puntos de la frontera 
de G excepto un número finito de puntos. Entonces la función 
u(x, y) na puede tomar en la región G valores mayores que la 
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cota superior de los valores de u(x, y) en la frontera de la región 
G ni menores que la cota inferior de los valores u(x, y) en la 
frontera de G. 


En efecto, sea M la cota superior de los valores de u(x, y) 
en la frontera de G. Supongamos, para concretar, que u(x, y) es 
continua en todos los puntos de la frontera de G excepto el punto 
P,. Supongamos que todos los puntos de G están a una distancia 
de P, no mayor que R. Construyamos la función w, (P) = M + 

R 
+ 
puntos de G cuya distancia hasta P, es mayor que 3, Es fácil ver 
que en la frontera de esta región (P) < w, (P), si 3 es sufi- 
cientemente pequeño. Según el teorema de máximo y mínimo 
para funciones armónicas, u(P) < w. (P) en G. Haciendo 
tender s a cero, encontraremos que «(P) < M en cualquier punto 
P de la región G. De la misma forma se obtiene que u(P) > m, 
donde m es la cota inferior de los valores de u(x, y) en la fron- 
tera de G. 


. Consideremos la región Gs formada por todos los 


Observación 3. Todas las propiedades de las funciones 
armónicas de dos variables independientes que hemos demostrado 
en este epígrafe conservan su validez para funciones armónicas 
de cualquier número de variables independientes y se pueden de- 
mostrar anál 


Cuando cl número de variables independientes » > 2, la con- 
dición 


1 
MO | < e (P) ¡e 


donde AP es la distancia entre los puntos 4 y P y p(P) >0 
cuando P > A. 
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$ 31. DEMOSTRACIÓN DE LA EXISTENCIA DE 
SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE DIRICHLET 


La idea de la demostración que damos a continuación es de 
Poincaré, La demostración inicial de Poincaré fue perfeccionada 
por Perron. Las co s son válidas para re- 
siones de cualquier número de dimensiones; por eso no nos vamos 
a limitar a la consideración del caso bidimensional. 


ideraciones sucesi 


1. Definiciones principales y método 
de solución del problema 


Supongamos que dentro y en la frontera de una región G 
acotada n-dimensional se tiene una función continua v; mediante 
K denotaremos siempre una esfera n-dimensional cuyos puntos 
interiores pertenecen a G, mediante (v)x una función continua 
que es igual a v fuera de K y en su frontera, y es armónica dentro 
de K. Para que v sca armónica es necesario y suficiente, eviden- 
temente, que para toda esfera ** K tengamos (v)x = v. 


Diremos que v es una función superarmónica (respectivamente 
subarmónica) si para toda esfera K 


(v)x < v (respectivamente (v)x > v). (1,331) 


Dada en la frontera de G una función continua f, diremos que 
la función v superarmónica (respectivamente subarmónica) en la 
región G es función superior (respectivamente inferior) para la 
función f, si en la frontera de G 


v > f (respectivamente v < f). 


8 Cuando n = 2, denominamos a K circulo en vez de esfera. 
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En lo sucesivo consideremos solamente funciones superarmóni- 
cas y subarmónicas, superiores e inferiores, que sean continuas 
dentro de G y en su frontera. Por eso al hablar de funciones super 
y subarmónicas siempre, sin señalarlo explícitamente, supondremos 
que son continuas dentro y en la frontera de G. 


El método de Poincaré-Perron consiste en lo siguiente, Dada 
una región acotada G y una función continua f definida en su 
frontera, consideramos la familia de todas las funciones superio- 
res. Está claro que esta familia no es vacía, ya que toda constante 
c > supf ya es una función superior. Definamos el valor de la 
función w en el punto P, perteneciente a G, como la cota inferior 
de los valores de todas las funciones superiores en este punto, 
Demostraremos que la función u es armónica dentro de G, toma 
los valores dados de f y es continua en aquellos puntos de la fron- 
tera de la región, donde se cumplen ciertas condiciones que indi- 
caremos más abajo. Previamente debemos demostrar algunas 
propiedades de las funciones superarmónicas y de las superiores. 


2. Algunas propiedades de las funciones 


uperarmónicas y de las superiores 


Teorema 1. a) Toda función armónica es super y subar- 
mónica 


b) Siva 
armónica, 


superarmónica y u es armónica, © Æ w es super- 


c) La suma de dos (y, por consiguiente, de cualquier número 
finito) funciones supcrarmónicas es supcrarmónica 


d) Siv es superarmónica y 
armónica. 


es subarmónica v — w es super- 


Teoremas análogos son válidos para funciones subarmónicas. 
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La primera de estas afirmaciones es evidente. Las otras tres 
se demuesiran fácilmente, si tomamos en cuenta que 


(vi + Ve) = (0)x + (v). 


Demostremos, por ejemplo, la afirmación c) basándonos en la 
relación anterior. Sean vı y vz dos funciones superarmónicas. 
Entonces a ` 

(0) < Ys (v:)x S va 


y por lo tanto 
(vi + 02)x = (0)x + (0): < Y + Va 


es decir, v, + va es una función superarmónica, 


Teorema 2. ` Una función v superarmónica en la región G 
toma su valor mínimo en la frontera de G. 


Demostración. Supongamos que la función v toma su va- 
lor mínimo m en un punto P que se encuentra dentro de G. 
Entonces debe existir una esfera K que tiene su centro en este 
punto, es tangente a la frontera de G y en su frontera la función 
v debe ser igual a m en todo punto; de lo contrario tendríamos 
en el punto P 

v < (vr 


de acuerdo con el teorema de la media aritmética. Por consiguien- 
te, la función v debe ser igual a m en algunos puntos de la 
frontera de G. 


Teorema Toda función superior v es en todo punto no 
menor que cualquier función inferior w. 
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Demostración. La función superarmónica v — w toma su 
valor mínimo, de acuerdo con el teorema 2, en la frontera de la 
región donde es no negativa; luego también es no negativa dentro 
de la región. 


Teorema +. La función 
v = min (v, va ..., Ya), 


donde Vu, Us .. 
función superior. 


Un son funciones superiores, es también una 


Demostración. Está claro que la función v es continua 
dentro de G y en su frontera y que en la frontera de G 


v>f. 


Nos resta probar que v verifica la desigualdad (1,31) cualquiera 
que sea la esfera K. Observemos para ello que v(P) es igual al 
valor que toma en P una de las funciones vi, Us ..., Up POr 
ejemplo, v. Por eso en el punto P 


0=% > (0): > (Us, 


lo que. demuestra la desigualdad (1,31). Aquí tenemos en cuenta 
que si v < v, siempre (v)x S (W). 


Teorema 5. Siv es una función superior, también (v)x es 
una función superior. 


Demostración. Pongamos 


O) = z. 
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Entre todas las propiedades que debe verificar una función 
superior, es necesario demostrar, evidentemente, que para cual- 
quier esfera K, 


(2), S 2 (2,31) 


Esta propiedad también es evidente, la esfera K, se encuentra 
integramente dentro o fuera de K. Queda por considerar sola- 
mente el caso en que la esfera K se encuentra dentro de K, o 
cuando las fronteras de estas esferas s 


Sobre la frontera de K, 


Por eso también dentro de K, 
(y, S (Da, 


ya que ambas funciones (2)x, y (v)x, son armónicas dentro de 
Kı. Como v es superarmónica, 


(0), So. 


Fuera de la esfera K y en su frontera las funciones 2 y v coin- 
ciden. Por eso fuera de K y en su frontera se-cumple la relación 
(2,31) independientemente de si la esfera K está dentro de K, o 
si sus fronteras se intersectan. Finalmente, la validez de esta 
relación dentro de la intersección KK, de las esferas K y K, se 
desprende de que las funciones 2 y (2)x, son armónicas dentro 
de KK, y por eso, si la relación (2,31) se cumple en la frontera 
de la región KK, también se cumple dentro de esta región. 
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3. Demostración de que la cota inferior u(P) de todas 
las funciones superiores es armónica 


Para demostrar que w es armónica en toda la región, bastará, 
evidentemente, probar que es armónica en cualquieir esfera K. 
Tomemos una de las funciones superiores v, que en el centro P de 
la esfera K toma un valor no mayor que «(P) + e. Podemos 
suponer que y, es armónica dentro de K ; si v, no fuese armónica 
dentro de K, podríamos en lugar de v, tomar (%,)x que, según 
el teorema 5, también es una función superior y que, al igual que 
V, toma en el punto P un valor no mayor que u(P) + e. 


Tomemos ahora la función superior v, que en el punto P 
toma un valor no mayor que w(P) + 8/2. Pongamos 


= (min (v, %))r- 


Según los teoremas 4 y 5 la función v, es también una función 
superior, 


Continuando estas construccioines, obtendremos una sucesión 
infinita decreciente de funciones superiores ‘vi, Ve, ..., Um +, 
armónicas dentro de K. Esta sucesión está acotada inferiormente 
(teorema 3). Por consiguiente, según el tcorema 5 del $ 30 
(segundo teorema de Garnak) esta sucesión converge uniforme- 
mente dentro de K a una función armónica v. 


Demostremos que dentro de K 
v=u. 


Supongamos que esto no es así, Entonces existe una función 
superior z que en cierto punto P, dentro de la esfera K toma un 
valor menor que v(P,). Tomemos una esfera K,, de radio p y 
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centro en P, en cuya superficie se encuentra el punto P,. Entonces 
toda función 
a = (min (2, 0n)),, 


es una función superior. Pero la sucesión 9, converge uniforme- 
mente en K, a v; luego s„(P) también converge uniformemente 
en K, y por eso difiere tan poco como se quiera para un n sufi- 
cientemente grande del valor que toma en el punto P la función 
(min (2, v) )x que es menor que el valor v(P), igual a u(P). 
Esto, sin embargo, contradice la suposición de que 1(P) es la cota 
inferior de los valores en el punto P de todas las funciones su- 
periores, 

La cota inferior de todas las funciones superiores sucle Ia- 
marse solución generalizada del problema de Dirichlet correspon- 
diente a la función de contorno dada f. Es evidente, que si existe 
la solución del problema de Dirichlet en la región G, que toma 
en la frontera los valores dados f, esta solución coincide con la 
solución generalizada del problema de Dirichlet correspondiente 
a la función dada f. El punto Q de la frontera de la región G 
se llamará regular, si cualquiera que sea la función continua f 
definida en la frontera de la región G, la solución generalizada 
del problema de Dirichlet, correspondiente a la función f, es con- 
tinua en el punto Q y toma en él, el valor f(Q). A continuación 
daremos una serie de criterios suficientes para que el punto Q 
de la frontera de la región G sea regular. 


4. Comportamiento de la función u(P) 
en la frontera de G 


Teorema. La función u(P) es continua y toma el valor 
F(0) en el punto fronterizo O, si para esta función se, veri 
la siguiente 
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Condición A. -Existe una función superarmónica y (ba 
rrera) continua dentro de G y en su frontera y tal que 


1. (Q) =0, 


2. en todos los puntos P de la región G y de su frontera, 
excepto el punto Q, 
(P) > 0. 


Demostración. Cualquiera que sea e) número positivo e tan 
pequeño como se quiera, siempre se puede, debido a la continuidad 
de f, escoger la vecindad Uy del punto Q tan pequeña que en todo 
punto P de la misma, perteneciente a la frontera de G, 


FQ) — s < FP) < f(Q) + e. 


Por eso es fácil demostrar —basándose en que en todo punto de G 
fuera de Ug la función oọ(P) es mayor que una constante posi- 
tiva— que la función 


HP) = f(Q) — e — Cog(P), 
es una función inferior y la función 
WP) = f(Q) + € + CoP) 


es una función superior, siempre que C > 0 se escoja suficiente- 
mente grande. 

Probemos, por ejemplo, que la función 4(P) es una función 
superior. Es fácil ver que la misma es-superarmónica para cual- 
quier C no negativo. Resta probar que en la frontera de G, en 
ningún punto, es menor que f. Esta afirmación es cierta en la 
vecindad Uy del punto Q, debido a la definición de la vecindad 
Uy y a que C oy(P) > 0. Fuera de esta vecindad o,(P), por 
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hipótesis, es mayor que una constante positiva y por eso para un 
C suficientemente grande el valor Coọ(P) se puede hacer tan 
grande como se quiera en toda la frontera de G fuera de Ug. 


Es evidente que la función «(P) está comprendida entre las 
dos funciones continuas ¿(P) y Y(P) cualquiera que sea e > 0 
y, por consiguiente, 


f(Q) — € = q(0) < lim u(P) < lim «(P) < 


Fy rag 


< KQ) = f(Q) + e. 
Pero e es tan pequeño como se quiera, de manera que 


lim «(P) = f(Q), 
P>q 


y la función construida w(P) es continua en el punto Q. 


Cuando n > 2, es fácil construir la barrera para un punto 
fronterio Q tal que existe una esfera n-dimensional que tiene su 
centro en cierto punto O, que no contiene en su interior ningún 
punto de la región G y para la cual el único punto común entre su 
frontera y la frontera de G es el punto Q. En este caso se puede 
tomar como y(P) la función 


en EEE 
vor" 


donde PO Yrespectivamente OQ) es la distancia entre los puntos 
P y O (respectivamente O y Q). Para cuálquier n > Z esta 
función es armónica, 


En el caso n = 2 se puede probar que todo punto fronterizo 
Q de una región limitada por una curva que no se intersecta a si 
misma verifica la condición A. En efecto, si tomamos el punto Q 
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como origen de coordenadas, la función — Fir donde p y q 
q 
son la parte real e imaginaria respectivamente de la función 
mtb, tiene todas las propiedades de la función wọ, si D 
denota el diámetro de la región G. Pero la función 
1 
PENN: A, E 
PHE Ta a+ iy 
MERO 
2D 


puede no tener estas propiedades, si cl punto Q se encuentra en 
la frontera de una región G que no es simplemente conexa. Esto 
ocurre, por ejemplo, cuando la región G está contenida entre dos 
circunferencias concéntricas y el punto Q se encuentra en la menor 
de las dos. En este caso la función — 2— ya no es univa- 
ee 

lente, Por eso es conveniente sustituir la condición 4 por la 
siguiente condición más general. 


Condición B. Para una vecindad Uy tan pequeña como se 
quiera del punto Q (Uọ significa aquí la parte de la vecindad 
del punto que pertenece a la región G y su frontera) existe una 
función univalente Qg superarmónica (barrera) que tiene las si- 
“guientes propiedades: 


1. Qg está definida dentro y en la frontera de Uy y es conti- 
nua en todo punto. 


2. (Q) = 
3. Qg > 0 en todos los puntos, excepto Q. 


De estas tres propiedades de Qg se desprende la cuarta. 
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4. Qg > k > O en aquellos puntos de la frontera de Ug que 
pertenecen a G; aquí k es una constante. 


Comprobemos que si el punto Ọ verifica la condición B, tam- 
bién verifica la condición A. Consideremos para ello la función 
(P) 


ay(P) = min [Z ar, 1 } dentro de Uy, 


w(P) = 1 fuera de Uq. 


Consideremos que esta función tiene todas las propiedades que 
se exigen en la condición 4. En efecto, 


1. W(P} es continua en G, 

2. 04(0) =0, 

3. 9 > 0 en todos los puntos de G, excepto Q. 

4. Resta demostrar que wọ (P) es superarmónica, es decir, que 


(09)x < 2%- (331) 


Denotemos mediante G, la parte de G donde wọ = 1 y me- 
diante Go la parte restante de G. Entonces (3,31) es evidente si 
dentro de la esfera K hay sólo puntos de G, o sólo puntos de Gu. 
Debemos analizar el último caso posible, cuando dentro de la 
esfera K hay puntos, tanto de G, como de Go. En este caso (3,31) 
se cumple para la parte de la esfera K que pertenece a G, ya que 
ahí y = l y (09)x < 1. En la intersección KGo de las régiones 
K y Go (3,31) también se cumple ya que en toda región en que 
puede descomponerse KG, la función «y es superarmónica mien- 
tras que la función (©ọ)x es armónica; además, los valores de 
«y en la frontera de cada una de estas regiones son no menores 
que los valores de (09)x. 
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Cuando # = 1, c) problema de contorno considerado es trivial. 
Por eso en lo sucesivo supondremos que n > 2, 


Si » = 2, es fácil demostrar que todo punto Q de la frontera 
de la región G verifica la condición B, si el punto Q es el extremo 
de una curva / que se encuentra fuera de G + T e intersecta todas 
las circunferencias de radio suficientemente pequeño que tiénen 
su centro en Q. 


En efecto, tomemos el origen de: coordenadas en el punto Q 
y aceptemos que la vecindad Ug es tan pequeña que todos sus 
puntos distan de Q en menos de e, donde e < 1, y que el arco } 
intersecta la frontera del circulo que contiene Uy. ahora hace- 
mos In (e + iy) = p + iq, la función 


tendrá todas las propiedades enumeradas en la condición B. 


En el caso n > 2 es fácil construir una función Qg para todo 
punto Q de la frontera que sea vértice de un cono circular #-di- 
mensional Cy con generatrices rectilineas y tal que todos sus 
puntos suficientemente próximos a Q no pertenecen a G. Consi- 
deremos para ello la región simplemente conexa G*, formada por 
todos los puntos que se encuentran dentro de una esfera n-dimen- 
sional $ de radio R y centro en el punto Q y que no pertenecen 
al cono Cy. En la frontera de G* definiremos una función f* 
suponiendo 


f*(P) = OP, 


donde QP es la distancia entre los puntos P y Q. La cota inferior 
1* de todas las funciones superiores, correspondientes a la región 
G*, y de la función f*, de acuerdo con el criterio de la esfera enun- 
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ciado en la página 364, toma el valor de f* en todos los puntos de 
la frontera de G*, excepto el punto Q donde este criterio no se 
puede aplicar. Para comprobar que la función «* tiene todas las 
propiedades de la función Qg, es necesario probar que toma el 
valor O en el punto Q. Para ello observemos, primeramente, que 
u*(Q) > 0, ya que la función idénticamente nula es una función 
inferior. Aquí empleamos la denotación 


u*(Q) = lim «* (P), respectivamente u*(Q) = lim u*(P). 
50 Pq 


Debemos probar aún que 
*(Q) =0. 
Supongamos que no es cierto, es decir, que 
u*(Q) =c>0. (431) 


Escojamos el origen de coordenadas en el punto Q y consideremos 
Ja función 


WE Eny ..., a) = (Exa, +, ia 


donde + > 1, Evidentemente 
u*e(Q) = 1*(Q) =c > 0. 


Pero, por otro lado, basándose en que u*( P) < R dentro de G*, 

es fácil ver que en todo punto de la frontera de la región G**, 

donde está definida la función w**, exceptuando el punto Q, se 
tiene 

ut S cuts, (5,31) 
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donde e, es una constante menor que 1 y dependiente de k. La 
función * — c,u**, que es armónica en G**, es continua en todos 
los puntos de la frontera de G**, excepto el punto Q, y la cota 
superior de los valores u* — cite en la frontera de G** es no 
negativa. Por eso y de acuerdo con la observación 2 al $ 30, 
u* — eye < 0 en toda la región G**, 


Puesto que la relación (5,31) se cumple en toda la región 
G**, tenemos que 


(0) S a u**(Q) = cc. 


Pero c, < 1, de modo que este resultado contradice a (4,31) 
sic >O. 


Problema 1. Compruebe que no existe una función u(x, y) 
continua en el círculo 4% + y? < 1 y armónica en todo punto 
fuera de este círculo, exceptuando su centro, que tome valor O 
sobre la circunferencia y 1 en el centro. 


Problema Demuestre que no existe una función u(x, y, 
2) que sea continua en el cilindro {4° + y"<1,—1<2< 1) 
y armónica en todo punto fuera de este cilindro, exceptuando el 
segmento — $ < z < 4, x = y = 0, que tome en este segmento 
el valor 1 y en la frontera del cilindro el valor 0. 


$ 32. PROBLEMA EXTERIOR DE DIRICHLET 


Llamaremos problema exterior de Dí 


chlet al siguiente: 


Sea G una región acotada tal que los puntos que no pertenecen 
a G ni à su frontera T forman una región de frontera T. Sea f 
una función continua definida en la frontera de esta región. Se 
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busca una función u(P) armónica fuera de G + T que toma en T 
los valores dados f. 


Decimos que la función u toma en la frontera de G los valores 
f, si la función v que coincide con u fuera de G +T y con f en T 
es continua en todo el conjunto de su definición, 


Ejemplo. Supongamos que en cada punto (x, y, 2) del es- 
pacio exterior a un cuerpo y en la frontera de este cuerpo se ha 
establecido una determinada temperatura u que no depende del 
tiempo. En este caso, como us sabido, w verifica la ecuación de 
Laplace fuera de G. Por lo tánto, para hallar la temperatura 
estacionaria fuera de G, es preciso resolver el problema exterior 
de Dirichlet. 


Si no se exige ninguna condición al comportamiento de la 
solución del problema de Dirichlet en los puntos lejanos del espa- 
cio, el problema tiene muchas soluciones. Para garantizar la 
unicidad de la solución, en el caso bidimensional se exige la aco- 
tación de la solución y en el caso multidimensional que la misma 
tienda a cero cuando el punto P tiende a infinito (se dice que 
w(P) tiende a cero cuando P > œ, si |u(P)| < e, donde e >0 
es un número arbitrario, para todos los puntos P que están fuera 
de una esfera de radio suficientemente grande y centro en el 
origen de coordenadas). 


La resolución del problema exterior de Dirichlet se reduce al 
problema de Dirichlet para regiones acotadas, que hemos consi- 
derado en el $ 31 y que'ahora llamaremos problema interior de 
Dirichlet para distinguirlo del problema exterior de Dirichlet. 
Simultáneamente se aclara el papel de las condiciones suplemen- 
tarias en el infinito que se exigen de la solución del problema 
exterior de Dirichlet (más exactamente, fas condiciones que se 
imponen a los valores de esta solución en los puntos lejanos). 
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Tomemos dentro de la región G un punto O y una esfera 
(circunferencia cn el caso bidimensional) S de radio R y centro 
en el punto O. Realicemos una transformación del espacio por 
radios vectores recíprocos respecto a esta esfera, es decir, una 
transformación que a cada punto P de este espacio asigna el punto 
P* que se encuentra sobre el rayo OP y tal que OP. OP* = R°. 
Esta transformación deja los puntos de la esfera S en su lugar, 
pasa toda la región del espacio que se encuentra fuera (respecti 
vamente dentro) de S a la parte del espacio que está dentro 
(respectivamente fuera) de S. 


Por lo tanto, todos los puntos del espacio que se encuentran 
fuera de G se transforman en los puntos de una región acotada 
G* que contiene a O. En esta transformación a cada punto de G*, 
excepto O, le corresponde uno y sólo un punto fuera de G. Úni- 
camente al punto © no le corresponde en esta transformación 
ningún punto del espacio, Para poder continuar el estudio tendre- 
mos que considerar por separado el caso del espacio de d 
dimensiones (plano) y el caso del espacio de tres dimensiones. 

Consideremos primeramente el caso del plano. Sea u la solución 
del problema exterior de Dirichlet para la región G. Pongamos 


u*(P*) = u(P) y PHP") = 1(P). 


La función u* estará definida en toda la región G* excepto el 
punto O y tomará el valor f*(P*) en la frontera de G*, 
puede demostrar directamente”? que la función 14*(P*) será una 
función armónica de las coordenadas del punto P* (más breve- 
mente, una función armónica de 2%), si (P) era una función 
armónica de P. 


» Para demostrarlo hay que plantear la ecuación de Laplace en coorde- 
madas polares, con polo en el punto O, ya que en estas coordenadas nuestra 
transformación se representa por fórmulas más simples. 
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Si la función «(P) era acotada, u*(P*) también es acotada. 
Entonces por el teorema sobre la singularidad evitable, se puede 
definir u* en el punto O de manera que la función obtenida sea 
armónica en todo punto de G*. Según el teorema de la unicidad 
de la solución del problema interior de Dirichlet, de aquí se des- 
prende que la función acotada u* se determina en G* unívoca- 
mente por los valores que toma en la frontera. Y de aquí se 
deduce la unicidad de la solución del problema exterior de Diri- 
chlet en la clase de funciones acotadas. La existencia de la solución 
se deduce de que todos los puntos de la frontera de G* son 
regulares, debido a que G es conexa (véase la página 368). 


Caso de tres dimensiones. Sea de nuevo u la solución 
del problema exterior de Dirichlet para la región G. Pongamos 


«*(P*) = E u(P) 

o, en forma equivalente, 
R 
>) = (Pr). 2 

UP) = -p P» (1,32) 
Análogamente pongamos 

*(P*) = 

PP) = r HP) 


o, en forma equivalente, 


10) = ¿7 109). 
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Esto define la función u* en todo G* excepto el punto O. Función 
que en la frontera de G* toma el valor f*. Llevando la ecuación a 
coordenadas esféricas, se puede “comprobar directamente que 
u*(P*) es función armónica de P*, si u(P) era función armónica 
de P. Si u(P) tiende a cero cuando P > o, la función w*(P*) 
verifica, como se comprueba fácilmente, la condición 


| u*(P*) |< |u(p) | donde | «(P) | > 0 


R 
TP*'’ 
cuando OP* > 0. Entonces, según las observaciones 1 y 3 al $ 30, 
u* se puede definir en O de manera que la función obtenida sea 
armónica en todo G*. Debido a la unicidad de la solución del 
problema interior de Dirichlet, de aquí se desprenderá que la 
función acotada 1* se determina univocamente en G por-sus va- 
lores en la frontera. De aquí, a su vez, se infiere la unicidad de 
la solución del problema exterior de Dirichlet en la clase de fun- 
ciones que tienden a cero cuando P > 00. 


Si la región G* es tal que todos los puntos de su frontera 
son regulares, los razonamientos anteriores demostrarán también 
la existencia de la solución del problema exterior de Dirichlet 
para la región G cualquiera que sea la función continua dada en 
su frontera y esta solución, como se ve de (1,32) verificará la 
condición 


M 
lu) | < E 


donde M es una constante y OP es la distancia entre P y el punto 
fijo O. 


Ejemplos. La solución del problema exterior de Dirichlet 
para el plaño, cuando la función definida en la frontera es una 
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constante C, es una función que en todo punto es igual a C. Esta 
solución es única en la clase de funciones acotadas. 

La solución del problema exterior de Dirichlet en el espacio 
tridimensional cuando la región está acotada por una esfera de 
radio R y centro en O, y cuando la función dada en la frontera 
es una constante Ç, es la función 


uP) == (2,32) 


Esta es la única solución del problema exterior de Dirichlet con- 
siderado, en la clase de funciones que tienden a cero cuando 
OP > œ. 


Se puede demostrar que a la constante C, en el caso bidimensio- 
nal, y a la función (2,32), en el caso tridimensional, se aproximan 
las soluciones de Jos dos problemas siguientes de conducción del 
calor: 


L En la superficie de un tubo cilíndrico de longitud infinita 
se da una temperatura constante igual a C, La temperatura inicial 
del aire es cero. Entonces, la temperatura u(t, x, y, 2) del aire en 
el punto (x, y, 2) en el instante £ tiende a C cuando t > 00. 
Fisicamente esto significa que mediante un tubo de longitud infi- 
nita, cuya superficie tiene una temperatura constante C, se puede 
calentar todo el espacio circundante hasta la temperatura C. 


2. La superficie de una esfera de radio R y centro en O se 
mantiene en un régimen térmico constante C. La temperatura 
inicial del aire alrededor de la esfera es cero. Entonces, la tem- 
peratura u(t, x, y, 2) del aire en el punto (x, y, 5) en el instante 
t tiende a la función (2,32) cuando 1 > œ% 
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Problema 1. Demuestre que cualquier función u(x, y) ar- 
mónica y acotada fuera de una región cerrada tiende a un limite 
determinado cuando x° + y> 00. 


Problema 2. Demuestre, mediante una transformación por 
radios vectores recíprocos, la unicidad de la solución del problema 
exterior de` Dirichlet en la clase de funciones acotadas para el 
caso plano, y en la clase de funciones que tienden a cero 
OP > co en el caso del espacio de tres dimensiones, si la región 
G es infinita. 


$ 33. SEGUNDO PROBLEMA DE CONTORNO 


1. Segundo problema interior de contorno 


Supongamos que la región C sobre el plano (+, y) es finita 
y está limitada por la curva P que en todo punto tiene curvatura 
limitada, Como hemos explicado ($ 27), el segundo problema de 
contorno consiste en encontrar dentro de G una función armónica 
u(x, y) que sta continua en G + I y cuya derivada en la dirección 
de la normal exterior sea igual en todo punto de la frontera de G 
al valor que en este punto toma una función dada f. La función 
f se supone continua. Este problema s 
problema interior de contorno para distinguirlo del segundo pro- 
blema exterior de contorno que será considerado en el subepígrafe 
3. En el § 28 hemos demostrado que todas las soluciones del 
segundo problema interior de contorno correspondientes a una 
misma función f pueden diferir solamente en sumandos constantes. 


conoce como segundo 


Una condición necesaria para la existencia de la solución del 
segundo problema interior de contorno es la siguiente: la integral 
de f tomada según la frontera de G debe ser igual a cero 
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Demostraremos la necesidad de esta solución suponiendo que 
u(x, y) tiene dentro de G derivadas continuas acotadas de segundo 


du du A 
orden y que LE y S se pueden extender continuamente a la 


frontera de G. En el $ 35'nos libraremos de estas restricciones. 
En ese mismo epígrafe demostraremos la existencia de la solución 
del segundo problema de contorno, si se cumple la condición ne- 
cesaria que acabamos de enunciar. 


Sca u(x, y) la solución del segundo problema de contorno en 
ALAS u Apt p 
la región G y sca + = f(s) en T. Consideremos la integral 
n 


1 


que es igual a cero, ya que la función u es armónica, Transfor- 
memos esta integral en una integral referida a la frontera P de la 
región G empleando la fórmula de Ostrogradski; entonces 

Qu 


Se ds =0 o bien fro as =0; (1,33) 
$ f 


EN 


ón, L = f(s) en la frontera de la 
an 


ya que según la supo: 


región. Si la región G no es simplemente conexa y su frontera 
consta de un número finito de líneas cerradas, la integral en la 
igualdad (1,33) debe referirse a todas estas líneas y en cada una 
la dirección positiva se escoge de manera que la región G esté 
del lado izquierdo de la frontera. 


En el caso tridimensional se pueden aplicar los mismos razo- 
mientos. De la misma forma obtendremos que debe ser igual a 
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cero la integral, según la frontera de G, de los valores de H dados 


en esta frontera, 


2. En cl caso de una región G bidimensional simplemente 
conexa, el segundo problema interior de contorno se reduce fácil- 
mente al problema interior de Dirichlet del siguiente modo. Su- 
pongamos que existe la solución u del segundo problema interior 
de contorno que puede ser extendida continuamente, junto con sus 


primeras derivadas, a G. Construimos entonces en G una función 
v de manera que dentro de G se verifiquen las igualdades de 
Cauchy-Riemann 


(2,33) 


La función v, cuyas derivadas se determinan por estas ecuaciones, 
existe, ya que se cumple la condición 


Estas ecuaciones determinan v univocamente salvo un sumando 
constante, Es fácil ver que en cada punto de G la derivada de u 


en cierta dirección / es igual a la derivada de v en la dirección 
que se obtiene girando / 90? en sentido contrario al movimiento 
de läs agujas del reloj. De la misma forma se puede probar que 
en la frontera de G la derivada de u en la dirección de la normal 
a la frontera es igual a la derivada de v en la dirección de la 
tangente a la frontera. Por eso, fijando el valor de v en algún 
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punto 4 de la frontera de la región, encontraremos que en: todo 
punto B de la frontera de G 
z 


v(B) — v(A) = if F(s) ds, (3,33) 
y 


donde ds es un elemento de longitud de la frontera de G. Puesto 
que la integral de f(s), según toda la frontera de G, es igual a 
cero, la igualdad (3,33) determina v en la frontera de G como 
una función univalente y continua. 


Es fácil ver que si u es armónica, entonces v, definida por las 
ecuaciones (2,33), también es armónica. Por eso, conociendo los 
valores de v en la frontera de G, podemos determinar y dentro de 
G de modo único. Por consiguiente, suponiendo que para la fun- 
ción dada f(s) existe en la región G la solución u(x, y) del 
segundo problema interior de contorno, que se puede extender 
continuamente a G + T junto con sus primeras derivadas, pode- 
mos encontrar u(x, y) univocamente, salvo un sumando constante, 
de las ecuaciones (2,33) construyendo la solución correspondiente 
u(x, y) del problema de Dirichlet. 


En el caso de tres dimensiones este procedimiento no es 
posible. 


3. El segundo problema exterior de contorno 
consiste en lo siguiente 


Sea G una región acotado simplemente conexa de frontera 
suave T. Supongamos que los puntos que no pertenecen a G +T 
forman una región H de frontera Y. Se busca una función que 
sea armónica en H, continua en H + T y cuya derivada en la 
dirección de la normal exterior (respecto a H) tome en cada 
punto de la frontera de H el valor que tiene en ese punto una 
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función dada f. Además exigimos que la solución (P) del se- 
gundo problema exterior de contorno sea acotada, en el caso de 
dos variables independientes, y tienda a cero cuando P > œ en 
el caso de tres y más variables independientes. . 

En el caso de dos variables independientes el segundo proble- 
ma exterior de contorno se reduce al segundo problema interior 
de contorno empleando la transformación por radios vectores 
recíprocos. Es muy importante que debido a que esta transforma- 
ción es conforme, los ángulos no varían. Por eso la normal de la 
frontera de la región inicial se transforma en una línea normal a 
la frontera de la nueva región. La función de frontera para el 
segundo problema interior de contorno que entonces se plantea 
se obtienc, en el caso bidimensional, del siguiente modo, Conser- 
vando las notaciones introducidas al considerar el problema exte- 
rior de Dirichlet, tenemos 


u*(P*) = u(P), OP.OP* = Rè, 


 ĝu* Qu dn dn 
f+) = e = gn dnè f(s) Di 


Aquí s y s* son los puntos correspondientes de las fronteras de 
las regiones inicial y nueva, n y n* son las normales a las fronteras 
P dn e 3 A M 
respectivas, m S el coeficiente de semejanza, en la dirección 
w 
de la normal en un punto de la frontera. Puesto que en una 
transformación conforme el coeficiente de semejanza en el punto 
PEE dn 

dado no depende de la dirección, para calcular -piy se puede 
n 

suponer que las direcciones 1 y #* pasan por el centro O de la 

transformación, Entonces 


dn _ d(OP) _ Re 
dee  d(OP*) OPE 
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Para que el segundo problema exterior de contorno que esta- 
mos considerando tenga solución, es necesario. y suficiente que 
tenga solución el correspondiente segundo problema interior de 
contorno. Para ello, como probaremos en el $ 35, es necesario 
y suficiente que 


dn ds* 


0 fro a= fti e afro ds. (4,33) 


Aquí mediante L* hemos denotado la línea en que se transforma 
L. Debido a que la transformación es conforme, tenemos 


da de 
di ds 


Por consiguiente, reduciendo el segundo problema exterior de 
contorno al interior y aplicando el teorema sobre la singularidad 
evitable, obtendremos que, en el caso de dos variables indepen- 
dientes, las soluciones de un mismo segundo problema exterior 
de contorno difieren solamente en sumandos constantes y que la 
condición (1,33) es suficiente y necesaria para la existencia de 
la solución del segundo problema exterior de contorno. 

En el caso de tres variables independientes, la transformación 


por radios vectores recíprocos no permite reducir el segundo pro- 
blema exterior de contorno al problema interior, ya que en este 


* 

Ju i ; du . 

caso =— se expresa en la frontera no sólo mediante — sino 
on* òn 


también mediante los valores en T de la propia función incógnita 1. 


En el caso de tres y más variables independientes, es fácil de- 
mostrar la unicidad de la solución del segundo problema exterior 
de contorno en la clase de funciones que tienden a cero cuando el 
punto P tiende a infinito (decimos que «(P) tiende a cero si 
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para cualquier e > O tenemos |u(P)| < e cuando la distancia 
entre P y el origen de coordenadas es suficientemente grande). 
Supondremos que la frontera T' de la región H es tal que por 
cada punto de la frontera se puede pasar una esfera que pertenece 
a la región H. 


Sea u(P) una función armónica, continua en H -+ T y tal 
que w = 0 en T y «(P) +0 cuando P -> 00, Probemos 


que u == 0, 

Consideremos la región limitada por I y por una esfera de 
radio tan grande que en la misma |u(P)| < e. Puesto que en la 
frontera P se tiene a = 0, deducimos —basándonos en el teo- 
Tema 1 del $ 28 y en el teorema de máximo y mínimo de fun- 
ciones armónicas— que u(P) toma su mayor y menor valor en 
la superficie de la esfera, es decir, ju(P)| <'e en toda la región 
considerada, Pero e > O se puede escoger tan pequeño como se 
quiera, de modo que u(P) = O en cada punto P de la región H, 
que es lo que queríamos demostrar. 


$ 34. TEORÍA DEL POTENCIAL 


1. En los dos epígrafes siguientes obtendremos la solución de 
los principales problemas de contorno para la ecuación de Laplace 
y la ecuación de Poisson (véase el $ 1) empleando el método de 
las ecuaciones integrales. Este método se basa en la representación 
de Jas soluciones mediante las integrales que aparecen frecuente- 
mente en la mecánica y física y que debido a eso llevan el nombre 
de potenciales. Estos potenciales se construyen mediante solucio- 
nes particulares especiales que tienen en un punto variable una 
singularidad determinada. 
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Supongamos que en cierto punto O del espacio (x, y, 2) se 
tiene una carga eléctrica puntual q. Entonces, de acuerdo con una 
ley física conocida, esta carga origina un campo clectrostático 
cuya intensidad E en cualquier punto Q diferente de O es igual a 

E =k} 


P 


o en proyecciones 


b s 
Ey = kq? ; E= kq 


P 


r 
E = > 


es (1,34) 
Aquí a, b, c son las coordenadas del punto O; x, y, z las coorde- 


nadas de Q, r = OQ, r = OQ y el coeficiente de proporcionalidad 
k depende del sistema de unidades escogido. 


Los miembros derechos de (1,34) difieren solamente en el 
signo de las derivadas parciales de la función 


u(Q) = kq £ + const. (2,34) 


respecto a x, y, 2 respectivamente. Esta función se llama poten- 
cial del campo electrostático dado. Generalmente la constante 
arbitraria que aparece en el miembro derecho de (2,34) se hace 
igual a cero para que «(Q) > 0 cuando Q se va al infinito. 
Además, en los trabajos matemáticos se toma para mayor simpli- 
cidad k = 1. Por consiguiente, consideraremos que una carga 
Puntual q origina el potencial 


(0) = 2 =— 2 - (354) 
V (04 (y—0)*+ (:—c)” 
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Si consideramos varias cargas puntuales sus potenciales se 
suman, por eso los potenciales creados por cargas distribuidas 
continuamente se calculan como el límite de una suma, es decir, 
como una integral. En particular, si la carga está distribuida por 
una superficie S con una densidad superficial (4), donde 4 Ẹ S, 
el potencial creado por esta carga es igual a 


“(0) = Ai O dSa. (4,34) 


Aquí r(d, Q) es la distancia entre A y Q, A es el punto variable 
de integración lo que se subraya mediante el subíndice del dife- 
rencial, Si la carga está distribuida en un volumen V con una 
densidad p(4), donde A E V, el potencial que crea esta carga es 


igual a 
«0 =/ $ ia 


(5,34) 


El miembro derecho de (4,34) se llama potencial de simple capa 
y el miembro derecho de (5,34) como potencial de 
volumen. Las suposiciones que deben 
hacerse para asegurar la existencia de 
estas integrales serán señaladas más 
adelante. 


Supongamos ahora que dos cargas 
qy 4, que están a una distancia A > 0 
sobre el eje 1 (fig. 12), tienden a un 
punto O de manera que la dirección de 
-q a q siempre coincide con la direc 
ción positiva «del eje. Entonces el 
potencial en cualquier punto excep- 
tuando O, está dado por la diferencia 
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entre dos cantidades que tienden a hacerse iguales; por consiguien- 
te, este potencial tiende a cero. Pero si durante el movimiento 
q varía de manera que 


qh = p = const, 


o a ar 


5) => CA 


el limite del potencial es igual a 


“(Q) = lim q (5 


Saik 
_ „ œs (0,1) 
=p 222. (634) 


En física, la posición límite de estas cargas se llama dipolo, a la 
cantidad p, momento, y al eje l, eje del dipolo. Un dipolo se puede 
formar sólo aproximadamente mediante cargas puntuales (dos 
cargas grandes a una distancia pequeña). En el estudio de cam- 
pos electrostáticos es cómodo considerar el campo del dipolo, al 
igual que el campo de una carga puntual, comó un campo ele- 
mental, 


Consideremos ahora una superficie $ orientada, es decir, de 
modo que en la misma estén señalados los lados exterior e interior. 
Supongamos que sobre S hay distribuida una carga en forma de 
dipolo con un momento de densidad (4), donde A E S, y de 
manera que en cada punto A la dirección del eje del dipolo coin- 
cide con la dirección de. la normal exterior a S en el punto A. 
Entonces el potencial que crea este dipolo es igual a 


.(4) cos (A0, m) 
[o “rao 1034) 
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donde na es la normal exterior a S en 4. Esta integral se llama 
potencial de doble capa, ya que la' carga considerada se puede 
obtener aproximadamente distribuyendo sobre S dos cargas con 


densidad + 1(4) y — -i +(4) que están a una distancia / (en 


el sentido de la normal a $) una de la otra, siempre que h > 0 sea 
suficientemente pequeño, 

Los miembros derechos de (3,34) y (6,34) son funciones 
armónicas en todo punto del espacio excepto en O. Esto se puede 
comprobar directamente (basta ver que (3,34) es armónica, ya 
que entonces (6,34) en la vecindad de todo punto distinto de O, 
se puede representar como el límite amiforme de funciones armó- 
nicas), De aquí, para suposiciones poco rígidas respecto a la 
densidad se desprende directamente que los potenciales de simple 
y doble capa son armónicos en todo punto fuera de $. 


Problema. Hállese el potencial de simple capa correspon: 
diente a una il la uniformemente sobre la superficie 
de una esfera; hállese el potencial de volumen de una carga di: 
tribuida uniformemente s n el volumen de una este 


2. Supongamos que la distribución de la carga en el espacio 
es constante respecto a z. Entonces el campo electrostático tampoco 
depende de z. En este caso es suficiente considerar la distribu- 
ción de las cargas y los potenciales en cualquiera de los planos 
s = const. Sean w e y las coordenadas en este plano, En lugar 
de la intensidad creada por una carga puntual debemos considerar 
aquí la intensidad en el punto O(x, y) creada por una carga de 
densidad lincal constante q distribuida uniformemente según la 
recta z =a, y b. Denotemos el punto (a, b) mediante O, 
Por razones de simetría tenemos que si Ọ + 0 la intensidad 
buscada es 


E = qf (nr, (7,34) 
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Sy 
donde r = OQ y r = |r| Para calcular f(r) consideremos 
que O es el punto (0,0) y Q el punto (r,0). Entonces 


E, =E =0, B =i f t= 
(a = r tg ẹ). 
Por eso de (7,34) tenemos 
N== 
de donde 
2h 
E lr 
7 


y, por consiguiente, cualquiera que sea la posición del punto Q en 


el plano (x, y), tenemos 
2hg 


2k 
E= (20), Ey =^ (9). 


Estas cantidades difieren en el signo de las derivadas parciales 
según .r e y, respectivamente, de la función 


u(Q) = 2kg In - + const. (8,34) 


que se conoce como potencial logarítmico o simplemente potencial, 
En los "estudios matemáticos se acostumbra tomar 2k = 1 y 
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const, = 0. Por lo tanto, en el caso del campo plano, una carga 
puntual origina en el plano el potencial 


=qIn l - (9,34) 


V(+—a)*+(y—b)* 


1 
WO) =q In 5; TaJ) 


Subrayemos que este potencial no se puede encontrar de (3,34) 
integrando directamente por una linea de cargas, ya que obten- 
driamos una integral divergente. 


El potencial del dipolo se define en el caso plano, análoga- 
mente al 1, por la fórmula 


cos (09, 1) 
ol r A 


(10,34) 


Los miembros derechos de (9,34) y (10,34) son funciones 
armónicas en todo el plano, excepto en el punto O (compárese 
con el 1). 


Las líneas equipotenciales de estas funciones tienen la forma re- 
presentada en la figura 13 (carga puntual) y la figura 14 (dipolo 
puntual). 


Los potenciales de una carga o dipolo distribuida se plantean 
fácilmente de acuerdo con (9,34) y (10,34). En lugar del po- 
tencial de volumen, tendremos aquí el potencial bidimensional 


u(0) = J f eD m 3 tS (11,34) 
¿ 
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Fig. 13 Fig. 14 


donde G es una región del plano. Los potenciales de simple y 
doble capa tienen en el caso del plano la forma 


u(Q) = f o(4) In 


L 


1 
TAO dla, (12,34) 


=$ 
cos (AQ, na) 


7U, 0) dla, (13,34) 


uQ) = f =(4) 
z 


respectivamente. Aquí L es una línea del plano, na es un vector 
dirigido según la normal a L en A. Consideraremos que la línea 
L está orientada, es decir, en la misma está señalado el lado 
exterior y el interior. La normal n4 es la exterior, 
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En lo que sigue se va a considerar la teoría del potencial 
solamente en el plano. En cl caso de un espacio de dimensión 
cualquiera la teoría se desarrolla análogamente. 


Problema. Calcule el potencial de simple capa de una carga 
distribuida uniformemente por una circunferencia. (La integral 
que se obtiene se puede calcular aplicando la teoría de los residuos). 


3. En lo sucesivo siempre se considerará una linea L sin pun- 
tos de intersección y de tangente que varía continuamente, En- 
tonces cualquiera que sea P € L, se pueden situar los ejes de 
coordenadas x = 0, y y = 0 y que en una vecindad de P la linea 
L se pueda representar en la forma 


y= lr) (—h<x<h; h>0), (14,34) 


de manera que g'(x) exista y sea continua. 


Supongamos que la función F(A, Q) está definida y es con- 
tinua respecto al conjunto de variables, cuando 4 € L y Q recorre 
el plano sin coincidir con Æ, y no está definida para Q = A. 
Entonces la integral 


wQ) F(A, Q) dla (15,34) 
i 


tiene sentido y es una función continua de Q, cuando O varía 
fuera de L; esto se demuestra de un modo elemental. 

Si Q = P está sobre L, la integral (15,34) es impropia, ya 
que el integrando no está definido para A = P. Consideraremos 
entonces la convergencia o divergencia de la integral (15,34) en 
el sentido corriente, es decir, de acuerdo con la existencia o no 
existencia del límite 

lim F(A, P) dla, (16,34) 


awar 
asp bet 
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donde les un arco de L con extremos en 4” y A” y que com- 


prende el punto P (fig. 15). 


Diremos que la integral (15,34) converge uniformemente en 
el punto P € L, si para cualquier s > 0 
tat existe una vecindad V del punto P 
(véase fig. 15) y un arco de la curva 
L que contiene el punto P en su inte- 
rior, talcs que para cualquier punto 
Q C V la integral 


fra Q) dla (17,34) 
1 


Fig. 15 converge y es en valor absoluto menor 
que e (es esencial exigir la convergen- 
cia de esta integral solamente si Q es la parte común a l y V). 


Teorema 1. Supongamos que la integral (15,34) converge 
uniformemente en un punto P E L, Entonces para todos los puntos 
Q de L suficientemente próximos a P, la integral (15,34) conver. 
ge y determina una función w (Q) en cierta vecindad del punto P. 
Esta función es continua en el punto P. 


Demostración. Tomemos cualquier s > 0 y consideremos 
la vecindad V y el arco 1 según la definición de convergencia 
uniforme en el punto. Entonces para cualquier punto interior Q 
del arco 1 y perteneciente a Y, la integral (17,34) converge. Por 
eso también la integral (15,34) converge para estos puntos Q y la 
primera afirmación del teorema (sobre la existencia de w(Q) 
en una vecindad de P) queda demostrada. 
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Para probar que w(Q) es continua en P supongamos que Q 
pertenece a V. Entonces 


<s 


[(0) = WP) | = | f F(A, 0) al — f F(A, P) diy 


<| SF odu] +| f Fep) di, +|f [F(4, 0) — 
: i Ln 


—E(4, P)] de, | <a+ F | F(4, Q) — F(4, P) | dla. 
a 


Pero si l es fijo, la última integral es menor que e cuando Q 
está suficientemente próximo a P; esto se debe a que el integrando 
es uniformemente continuo cuando A varía en Z. — 1 y Q en la 
vecindad indicada de P. Por lo tanto, si Q es suficientemente 
próximo a P, 

(æQ) — lP) l < 3e 


lo que, debido a la arbitrariedad de e, prucba que la función 
10(Q) es continua en Q = P. El teorema 1 queda asi demostrado. 


Teorema 2. Sio (4) y (4) son funciones continuas, los 
potenciales de simple y doble capa (12.34) y (13,34) son funcio- 
nes armónicas fuera de L. 


En efecto, el hecho de que las funciones (12,34) y (13,34) 
se puedan derivar respecto a las coordenadas de Q tantas veces 
como se quiere, si Q no pertenece a L, se demuestra de la misma 
forma que se hace en el análisis matemático al probar que una 
integral definida se puede derivar respecto al parámetro del cual 
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depende el integrando. Por eso la afirmación del teorema 2 se 
infiere directamente de que los integrandos en (12,34) y (13,34) 
son funciones armónicas, 


Teorema 3. Si o(4) es una función continua en L, la integral 
(12,34) converge cuando Q está sobre L. Por lo tanto, el poten- 
cial de simple capa es una función definida en todo el plano. 
Esta función es continua en cada punto del plano. 


En efecto, de acuerdo con los teoremas 1 y 2 es suficiente 
probar que la integral (12,34) converge uniformemente en cual- 
quier punto P € L. Para ello tomemos P como origen de coorde- 
nadas y, escogiendo convenientemente los ejes, escribamos la 
ecuación de L en una vecindad de P en la forma (14,34). Deno- 
temos mediante /, la parte de L comprendida en esta vecindad. 
Tenemos 


1 
[Poco gy < max jaca]. jaria, Q) |da = 


a 
= max |o(4)] fim VEF ODY VETA da, 

T (18,34) 
donde b = ẹ (a). 


Si V y h son suficientemente pequeños, la distancia entre 
cualquier punto Q (x, y) de la región Y y cualquier punto A (a, b) 
de la línea /, será menor que 1, de donde 


0<lr—a < V(z— a) + (y — b} <1, 
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y (18,34) da entonces, si Q E V, 


[foca ag e] < 
r 
<max|o(4) |. mx VIF (90) fimi —al|da< 
7 ha F 
a 
< max 04) |; max VTE [P] 2 f | maaa, 


& ? 
El miembro derecho de la última desigualdad tiende, como es 
fácil ver, a cero cuando h => 0 uniformemente respecto al punto 
Q que varía en V. Con esto queda demostrado el teorem: 


Observación. La convergencia de la integral que figura en 
el miembro izquierdo de (18,34) cuando O E lp se ha demostrado 
simultáncamente con la estimación de esta integral, ya que la 
integral impropia converge siempre si converge absolutamente. 


En lo sucesivo denotaremos mediante G la región limitada por 
una curva cerrada L de tangente que va 
diante H la región formada por los puntos que no pertenecen 
aG+L. 


continuamente y me- 


Teorema 4. El potencial de doble capa en 1. con densidad 
unitaria (es decir, la integral (13,34), donde + (4) =1) es igual 
a— 2z, si Q € G, converge y es igual a — z, si Q E L, y es igual 
a cero si Q EH. 
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En efecto, sea Q un punto in- 
terior de G y supongamos que 4 
recorre L en dirección positiva 
(fig. 16). Designemos mediante 
aga el ángulo entre el vector QA 
y el eje z. Entonces, denotando 
mediante AB el vector que se ob- 
tiene girando QA + 90? tene- 


Fig. 16 
mos: 
> a$ =S 
daga _cos(AB,7a) _ cos(QA, ma) _ cos (AQ, na) % 
a HAD rA) AQ) ` 


De donde 


pen 
J cos (AQ, na) 


a di = fiu= Zs: 


Los casos Q € Ly Q EH se analizan análogamente. Con 
esto queda demostrado el teorema 4. 


Consideremos ahora el caso general. 


Supongamos adicionalmente que la curva plana cerrada L “de 
tangente que varía continuamente, está compuesta de un número 
finito de arcos convexos y segmentos rectilíneos. Decimos que 
un arco es convexo si toda recta lo intersecta a lo sumo en dos 
puntos. Sea G la región limitada por L. Algunos de los arcos 


90 Esto se comprueba fácilmente si los diferenciales se sustituyen por los 
incrementos y el arco Al por su tangente en el punto A. 
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que componen L pueden ser convexos hacia el interior de G, otros 
convexos hacia el exterior de G. 


Teorema 5. La integral (13,34) converge, cuando Q EL, si 
+(4) es una función continua en L. Por lo tanto, el potencial de 
doble capa u(Q) se define mediante la fórmula (13,34) en todo 
el plano, pero tiene en L, en general, una discontinuidad de pri- 
mera especie. Más exactamente, se tiene una función (0) con- 


tinua en G + L, y una función u(Q) continua en H + L y 


«(Q) = (0), si QEG, 


u(Q) = WO), si Q EH, 


WO) +ulQ) (19,34) 
‚Si QEL, 


“(Q) = — 


WQ) — (0) = (0), si Q & £. 


Demostración. Tomemos cualquier punto P E L y conside- 
remos además del potencial (13,34) otro potencial de doble capa 


> — 20(P), si QEG, 
s (4Ọ, na) » » 
mo =P, DEL, 


i 0, si QGH. 


Planteemos la diferencia 


=$ 
cos (40, na) 


r(4,9) 


0) a0) = f [:(4)— P] dla 


(20,34) 
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y comprobemos que la integral en el miembro derecho converge 
uniformemente en el punto Q = P. De aquí, de acuerdo con el 
teorema 1, se desprenderá que (O) tendrá en Q = P una 
discontinuidad de la misma especie que u4,(Q). Esto significa 
que u(Q) tiene límites cuando Q > P en G y Q > P en H; 
el propio valor u(P) existe y es igual a la media aritmética de 
los valores límites y el salto de u(Q) en P al pasar de G a H es 
igual a 2rr(P). La función u(Q) considerada para Q E G y 
extendida a Z mediante sus valores límites suministra una función 
u(Q) continua en G + L; análogamente si Q E H. Esto es 


suficiente para demostrar el teorema 5. 


Para probar la convergencia uniforme de la integral (20,34) 
en el punto P, tomemos un arco la, igual que en la demostración 
del teorema 3, y estimemos la integral del tipo (20,34) tomada 
según h. Tendremos 


as 
cos (40, ma) 
|S ra= en Ha A 


< 


(ES dl 
Ellie A T i, 


< max 15(4) — «(P) | (4, 0) 


n 


Podemos suponer que el arco l, es tan pequeño que está compuesto 
a lo sumo de dos arcos convexos o segmentos rectilíneos. Es 
fácil ver, que la expresión |cos (AQ, ma)] dla es igual a la pro- 
jección del elemento dl, del arco sobre la tangente en el punto 
A a la circunferencia de radio r(4,Q) y centro en Q y que 
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=> 

cos (AQ, na) 
r(4,Q) 

elemento dla desde el punto Q. 


dí, es igual al ángulo bajo el cual se ve el 


Es evidente que para cualquier arco convexo / que puede ser 
intersectado por cualquier rayo que sale de Q a lo sumo en un 
punto, y para cualquier segmento rectilíneo se cumple la desi- 
gualdad 


> 

cos (40, ma) 

AAA 2z. 
ARG] usa 
Todo arco convexo / se puede dividir en dos partes l, y [; de 
modo que todo rayo que sale del punto Q lo intersecte a lo sumo 
en un punto. Puesto que j, consta a lo sumo de cuatro arcos 
(o segmentos) que tienen esta propiedad, 


(Hao cos (20, na) dla < 8r 


HAD) 


y, Por consigilents, 


cos cao, na) 
[a< 
r(4,Q) 


< max |+(4) — <(P) |. 8z. 
kI 


max Jala) — (P) | f SR 


Si h tiende a cero, la expresión max | (4) — +(P) |. 8r tiende 
i 


a 
a cero uniformemente respecto a Q, debido a la continuidad de 
5(4). Con esto queda demostrado el teorema 5. 
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Consideremos la derivada normal del potencial de simple capa. 


Sea P € L y sea F(Q) una función definida en una vecindad 
de P, Entonces 


AP) _ jm ECO F(P) 
ww MBE 

FIP) _ im EP) FP) 
a ea APP”) 


Aquí n es la normal a la línea L en el punto, P; n* es su parte 
exterior y n~ su parte interior, ambas respecto à G. Aceptaremos 
que la dirección positiva de la normal es la dirección de n según 
la parte exterior de plano respecto a G. El punto P’ € H, el 
punto P” E G. 


Supondremos que L verifica todas las condiciones que hemos 
señalado en la página 395 y que además tiene curvatura acotada, 
Entonces se cumple el siguiente teorema. 


Teorema 6. El potencial u(Q) de simple capa definido 
mediante (12,34) posee en cada punto P E L las derivadas dute) 


ont 
a, Además 
a 
du(P) cos (AP, np) 
n= feo LPE da — To(P); (2134) 


WD - E (a) HE cos (P, m) dla + 7o(P). (22,34) 


ðn- r(4, P) 
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Las integrales que figuran en los miembros derechos de (21,34) 
y (22,34) convergen. Se supone que o(A) es una función con: 
tinua en L. 


Demostración. Si Q está en np pero no pertenece a L, la 
derivada de u(Q) en la dirección mp existe y se determina deri- 
vando la integral (12,34) respecto al parámetro: 


du(0) òlnr(4, Q) 
w e fea EIA di 


z Í o(a) S 10 bmo) dla. (23,34) 


Consideremos el potencial ,(Q) de doble capa obtenido dis- 
tribuyendo el dipolo por L con una densidad +(4). Entonces, si 
Q no pertenece a L, tenemos 


— => 
(0) = fo) cos AO n e (AQ, n») dia. 
L 


(24,34) 


du(Q) 
Ot 


Probemos que la integral obtenida converge uniformemente en 
el punto P si Q pertenece a mp. Por supuesto, la definición de con- 
vergencia uniforme en el punto P (véase 3) debe ser modificada: 
hay que exigir que el punto Q no esté dondequiera en V sino en 
la intersección de 1p con la vecindad V de P Sin embargo, el 
teorema 1 conserva su validez si en su enunciado se exige que Q 
pertenezca a Mp. 
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Sea l una parte pequeña de L cercana a P. Entonces, si 
max |o (4)| = C, tenemos 


If. ta (40, ma) —cos 4000 q, 2 
o i a 


r(4,Q) 


o > 
<cf! cos (AQ, n4) — cos (40, ne) | 


daS 
? r(4,0) 3 
|sen a0, > a0, na) 
<e | —— h 
[sen Luna) | 
Lal, 
e a a 5 ase f or dla.” (25,4) 


Suponemos que la línea L tiene curvatura acotada y(4). Por eso 


| (wn) | = | faau] <C,|4P| 


pz 
> 


“91 Aquí hemos aplicado el hecho de que para cualesquiera a y $ se tiene 


E E T ste 


sen 
2 


y que |sen a| < Ja] 


ia 401 
y el miembro izquierdo de (25,34) será no mayor que 
< [171 
O — dla. y 
€ J 0” (26,34) 
Í 


Si el arco | es suficientemente pequeño, para A %4 P 


1 => 
— < [sen (AP, mp) | < 1 
vi 

y 


LY 
Ely E) S 3 Lap |. 


Si 4” es la proyección de 4 sobre 
np (fig. 17) tenemos 


HA Q) > rA, A9 > days ab 
VZ 2 yZ 
y (26,34) prueba que el miembro izquierdo de (25,34) será menor 
que CC, 23/24 dl=2x/2CC, |I]. De aquí se ve que el miem- 
? 
bro izquierdo de (25,34) tiende a cero cuando 1 > 0 uniforme- 


mente para todo Q en sp. Con esto queda demostrado que la 
integral (24,34) converge uniformemente 


Debido a la convergencia uniforme de la integral (24,34) en 
el punto P, podemos afirmar, de acuerdo con el teorema 1 (co- 
rrespondientemente modificado, ya que O está en la intersección 
de V con mp), que la integral (24,34) tiene sentido (converge), 


402 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


si Q = P y tiene límite cuando Q — P por la recta np. Este límite 
es igual al valor que toma la integral (24,34) cuando Q = P. 
Dicho de otra forma, 


in [E (2)]= tim, du na Fäi en]= 
> > 
= fow cos A (AP, np) dla. (27,34) 


Sin embargo, el carácter de la discontinuidad del segundo su- 
mando del miembro izquierdo de (24,34) se determina por el 
teorema 5: 


en 
A O ERNE cos (AP, na) 
im u (P) =m (P) Joa dl, +ro(P), 


Y 


e cos (AP,n4) 
im, 1 (27) = 26 (P) mja ar 1u (P). 


De aqui y de (27,34) se sigue que 


=> 
im E) tim 2] ata S (AP, ne) 
On» 


ý r(A, P) es 


Par Op Psp 
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existen y que 


ea 
O uP) cos (AP, np) 
i 2 fan lll), 
(28,34) 
an 
i pu(P”) D cos (AP, mp) 
Im SEO foro Ala rap), 


L 


Es fácil probar, mediante el teorema de los incrementos finitos, 
que si en cierto segmento |a, b] (a < b) está dada la función 
f(x) continua y si f’ (x) existe ena < x < by 


lim f(x) (29,34) 
e 
existe, entonces f'(a) existe y es igual a (29,34); por supuesto, 
f'(a) es la derivada a la derecha de f(x), es decir, 


Du(P) dMP) 


Por eso de lo anterior se desprende que existen y 
TS 
y que 
MP). AMP) aer du(P”) 
— = lim — , =—= lim a 
an h E dar peas. Ole 


De aquí y de (28,34) se obtienen las fórmulas (21,34) y (22,34). 
Con esto queda demostrado el teorema 6, 
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Problema 1. Demuestre los teoremas 5 y 6 en el caso en que 
L es una curva no cerrada de tangente que varía continuamente, 
de curvatura acotada y compuesta por un número finito de arcos 
convexos, 


Problema Extienda los teoremas 3, 4 y 5 al caso en 
que G es un poligono. 


Observaciones. 1. Todos los teoremas sobre los potencia- 
les de simple y doble capa que hemos demostrado en este epigrafe, 
conservan su validez si se supone que la línea L tiene en todo 


punto curvatura acotada. 


2, Todos los teoremas demostrados en este epigrafe se extien- 
den de modo natural a los potenciales de simple y dobld capa en 
el espacio de tres dimensiones, si se supone que la superficie $, 
a la que se refieren las integrales (4,34) (potencial de simple 
capa) y (4,34*) (potencial de doble capa), tiene en todo punto 
curvatura acotada. Resulta que el potencial de simple capa es con- 
tinuo en todo punto y que el potencial de doble capa y las derivadas 
normales del potencial de simple capa tienen, cerca del punto Q 
de la superficie cargada, saltos de 4 =7(Q) y 4 z0(Q), en lugar 
de 2 z(Q) y 2 zo(Q), como en el caso plano. Aquí (0) y- 
=(0) son, respectivamente, las densidades de la distribución de 
las cargas y los dipolos, sobre la superficie $. Se supone que estas 
densidades son continuas. Del mismo modo se pueden aplicar al 
caso tridimensional todos los razonamientos del epígrafe siguien- 
te. La demostración de todos estos resultados se puede encontrar, 
por ejemplo, en el libro de S. L. Soboliev “Ecuaciones de la física 
matemática”, Gostiejizdat, 1954, páginas 208-228. 
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$ 35. SOLUCIÓN DE PROBLEMAS DE CONTORNO 
MEDIANTE POTENCIALES 


1. Reducción de problemas de contorno para funciones 


armónicas a ecuaciones integrales 


Sea L una curva plana cerrada de tangente que varía conti- 
nuamente y de curvatura continua” que consta de un número 
finito de arcos convexos y segmentos rectilíncos 

Sea [(P) una función continua definida en £. Busquemos 
la solución del problema interior de Dirichlet que consiste, según 
hemos indicado en el $ 27, en buscar una función 1(Q) continua 
en G + L y armónica en G de modo que en L 


u(P) = f(P). (1,35) 


Buscaremos esta función armónica como el potencial de doble 
capa (13,34) con una densidad incógnita continua + (4) de 
distribución del dipolo en L. De acuerdo con los teoremas 2 y $ 
del $ 34, a esta distribución corresponde la función (Q) continua 
en G + L y armónica si Q € G. De acuerdo con (19,34) ten- 
dremos cuando P € L 


= 
cos (AP, mi) 
aP) =f sta) ET dla — aP). 


L 


92 La curvatura (4) en el punto A de la curva Z la consideraremos con 
el signo que se determina por el sentido positivo de recorrido de Z, es decir, 
mat 
21) = —, 

di 
donde a es el ángulo formado por la dirección positiva de la tangente con 
el eje Ox. El sentido de recorrido de L se considera positivo, si al reco- 
rrer L la región G queda a la izquierda, 
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Por eso para cumplir la condición de contorno (1,35). es 
necesario y suficiente que la función + (4) verifique la ecuación 
integral de Fredholm de segunda especie 


=3 


id cos (APM) 1 
a e) (239) 
? 


Análogamente se analiza el problema exterior de Dirichlet 
(véase $ 32). Si la solución se busca en forma de un potencial 
de doble capa con una densidad continua incógnita 7 (4) de dis- 
tribución del dipolo eñ L, análogamente a (2,35) encontraremos 
para t (4) la ecuación 

> 


_ 1 cos (AP, na) 
«P)= pie ARO AP); (3,35) 


donde f(P) es la función continua definida en L. 


El segundo problema interior de contorno- consiste, según 
hemos indicado en el $ 27, en encontrar una función u(Q) 
continua en G + L y armónica en G que tenga en cada punto 
de L derivada en la dirección de la normal exterior y que esta 
derivada sea igual a una función continua f(P) dada de antemano. 


En el $ 34 hemos denotado mediante E la derivada en la 
= 


dirección de la normal exterior, por eso para la solución u(P) 
del ségundo problema de contorno 


A LAP) (PEL) (4,35) 
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Buscaremos la solución en forma de un potencial de simple 
capa (12,34) con la función incógnita © (4) que se considerará 
continua. En virtud del teorema 6 del $ 34, para cumplir la 
condición de contorno (4,35) es necesario y suficiente que se 
cumpla la relación 


=$ 
-4 OAP) B 
oP) =t foci py +A). (585) 


Análogamente se plantea el segundo problema exterior de 
contorno que lleva a la ecuación integral 


> 
1 s (AP, 1 

oP) = foo RO): (6,35) 
bl 


Observación. amos de resolver el problema inte- 
rior de Dirichlet mediante un potencial de simple capa con densi 


dad continua incógnita à (4) de distribución de cargas, llegaria- 
mos a la ecuación 


1 
fon Mn =P) PGH m 


z 


que es una ecuación integral de Fredholm de primera especie. 
La teoría de estas ecuaciones es mucho más compleja que la teoria 
de las ecuaciones de segunda especie. Se puede probar que la 
ecuación (*) no tiene solución para cualesquiera f(P) continuas. 
Si, por ejemplo, G es un circulo de radio 1, entonces para 
F(P) > 0 no existe solución de la ecuación (*), ya que el 
miembro jzquierdo de (12,34) se anula cn el centro de este circulo 
cualquiera que sea la función (4); si f(P) > 0, esto es impo- 
sible de acuerdo con cl teorema de máximo-y mi 
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2. Estudio de las ecuaciones integrales obtenidas 


Hagamos 
des = 
> cos (AP, na) cos (AP, mp) 
Ki (P, 4) = $ Ps = 
ANS a A TA, P) 
(AEL, PEL, ARP). 
Entonces 


KA, P) = K,(P, A). 


Por eso los núcleos de las ecuaciones (2,35) y (6,35) y de las 
ecuaciones (3,35) y (5,35) resultan ser traspuestos. 

El núcleo K,(P, 4) está definido y es continuo cuando 4 € L, 
P € L, AP. Sin embargo, cualquiera que sea Po E L el núcleo 
K,(P, A) tiene un límite determinado cuando 4 > Po, P => 


> Pa (4P). Sea Ta la tangente a la turva Z en el punto 4 
y sea Pa la proyección del punto P sobre Ta. Entonces, si la 


curvatura x(Po) es positiva, tendremos cos” (AP, na) = — 
— |sen (AP, Ta) | en una vecindad suficientemente pequeña 


de Pu. Tomando en cuenta la equivalencia de |sen (AP, Ta)| y 
lg (AP, Ta) | y de r(A, P) y r(A, Pa), obtenemos 


—+ —= 
m “os (4P, na) sn 118 (AP, Ta) | 
a rn (7,35) 


Tomemos el origen de coordenadas en 4, el eje + según Ta y el 
eje y lo dirigimos al interior de G. Entonces la ecuación de L 
cerca de A será y = q(x). Sea 7 la abscisa del punto P en el 
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sistema de coordenadas construido. Aplicando la fórmula de 
Taylor, encontramos 


sy 5 
LECAR: TINN, DL az) = 
r(A, Pa) E 2 


A 
z 


1 2 
> t) (1 + [9(05)]9%, (835) 


donde: el punto M (de abscisa 0 7) está en L entre A y P y 
y(M) es la curvatura en el punto M. De (7,35) y (8,35) se 
sigue que 


cuando 4 > Po, P > Po (A HP). Dela misma forma se puede 
demostrar que la última igualdad se cumple también en cl caso 
en que (Po) < 0. 

Si completamos la definición de K,(P,.1) para P = 4, ha- 
ciendo 


1 
Kid, 4) =— 31D, 


:guiremos denotando mediante Ky(P, <1), 
será continua respecto al conjunto de variables cualesquiera que 


la función obtenida, que sı 


sean A € L, P € L y por eso será uniformemente continua. Lao 
mismo se refiere a K:(P, 4). 
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Aplicaremos a continuación la teoría de ecuaciones integrales 
con núcleo continuo del tipo 


HP) =) f KP, 4) 9 (0 de + FP), 


que se expone, por ejemplo, en mi curso de ecuaciones integrales. 


Previamente demostraremos la siguiente proposición que nos 
hará falta en lo sucesivo. 


Loma 1. El potencial de simple capa 
1 
“(Q) = foa ln an 
L 


tiende a cero cuando el punto Q está en el infinito sólo si 


dla 


f a(d) dl, =0. (9,35) 
z 
Si la condición (9,35) no se cumple, la función u(Q) crece en 
valor absoluto infinitamente cuando el punto Q se aleja al infinito. 


Demostración. Sea O cualquier punto del plano. Entonces 


1 
fo a = 
i 


r(0,Q) 
sfata mo, ramt feo n= 
r(0,0) 
o 7 pues du + fuen n gg le 


G. Petrovski, Lecciones sobre la teoría de las ecuaciones inte- 
grales, Gostiejizdat, 1951, pp. 50 - 54. 
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Cuando Q tiende al infinito el segundo sumando de la suma obte- 
nida tiende a cero mientras que el primer sumando crece infini- 
tamente en valor absoluto si y sólo si se cumple que 


fauna, #0. 


r 


De aquí se deduce la afirmación del lema. 


Teorema 1. La ecuación (2,35) del problema interior de 
Dirichlet y la ccuación (6,35) del segundo problema exterior de 
contorno tienen una y sólo una solución, cualquiera que sca la 
función continua [(P). 


Demostrac De acuerdo con el primer teorema de 
Fredholm, quedará probado que las ecuaciones (2,35) y 16,35) 
tienen solución única cualquiera que sea la función continua JP), 
si se demuestra que las ecuaciones homogé 


correspondientes 
tienen solamente soluciones triviales, es decir, idónticamente nu- 
las. Por otro lado, debido a que (2,35) es la ecuación traspmesta 
de (6,35), bastará probar, según el segundo teorema de Fredholm, 
que la ecuación homogén 


E 


1 cos (AP, np) 
a(P) = fo $ ne di, (10,35) 


tiene solamente solución trivial. 


Sea (2) solución de la ecuación (10,35). Probemos que 
go(4dl, =0. Integrando los miembros izquierdo y derecho de 


2 
la ecuación (10,35) según el contorno Ł, encontramos 


for di== <I M stáj oha aa] di. 


L de 
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Cambiando el orden de integración en el miembro derecho de esta 
igualdad y aplicando el teorema 4 del $ 34, obtenemos 


fue ej? feo [/ ET rn dte] dis 


ea f w(4) dla, 


es decir, § (P) dip = 0. 


h 


Consideremos la función 


1 
uo) = J aa) ln yg da 
$ 
Del lema 1 del $ 35 se desprende que (O) tiende a cero 
_siando Q tiende al infinito. La función u(Ọ) es armónica fuera 


de L y además w = 0, ya que o(P) verifica la ecuación 
E 


(10,35). Pero en el $ 33 hemos probado que las soluciones de 
un mismo segundo problema exterior difieren en sumandos cons- 
tantes. Por consiguiente, “(Q) = const. en H. Además, 
u(Q) = 0 en H, ya que u(Q) > 0 cuando Q > œ. De la 
continuidad del potencial de simple capa se desprende que u =0” 
en L. Según el teorema de máximo y mínimo w == 0 en G, y por 


consiguiente, = = 0. Restando (21,34) de (22,34), encontra- 
Du 


remos que o(P) == 0 ya que es =0 
dnt 
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Teorema 2. La ecuación homogénea 


s= 
cos (AP, mp) 


San (11,35) 


1 
o(P) == f o(4) 
A 


correspondiente a la ecuación (5,35) tiene solamente una solución 
linealmente independiente © (P), y $2 (4) dl #0. 
2 


Demostración. Probemos primeramente que si la solución 
© (P) de la ecuación (11,35) no es idénticamente nula, entonces 


fauna, 40. 


L 


Consideremos la función 


la. 


= 1 
u(0) = [e ng” 


La función «(Q) es armónica fuera de L. Según cl teorema 6 
del $ 34, tenemos me = 0 en L ya que o verifica la ecuación 
n 


(11,35). Según el teorema 2 del 3, del $ 28, tenemos w = const. 
en G + L. Si §&dle = 0, de acuerdo con el lenia 1 del $ 35, 


2 
u(Q) > 0 cuando Q se va al infinito, es decir, u(Q) es una 
solución acotada del problema exterior de Dirichlet que es igual 
a una constante C en L. En el $ 32 hemos demostrado la unicidad 
de una solución de este tipo y por eso u(Q) = C en H. Luego 
ü = 0 en todo el plano, ya que (Q)> O cuando Q > «o. Del 


teorema 6 del $ 34 obtenemos que o (P) =0 en L. 
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El hecho de que la ecuación (11,35) tenga al menos una solu- 


ción no trivial œ se desprende de que la ecuación traspuesta 


AP, 
«Py nl a ES EN dla, 
tiene, como se comprueba fácilmente, la solución +(P) = const, 


Probemos que la ecuación (11,35) no puede tener dos so- 
luciones linealmente independientes. Sea © cierta solución de 
(11,35) diferente de ©. Siempre podemos escoger la constante 2 
de manera que s (a à + 0) dl, = 0, ya que $ a (4) dl, 70. 


Pero antes hemos probado gue para la solución de la ceuación 
(11,35) de la igualdad $ (a © + ©) dl, = 0 se desprende que 
È 


ao + o= 0. 
Y así hemos demostrado el teorema. 
La función œ (P) tiene un sentido físico simple. Es igual 


a la densidad de distribución de las cargas en Z, en el caso en 
que G + L sea un conductor. 


Aplicando el teorema 2 y el tercer teorema de ‘Fredholm, 
obtenemos : 


Teorema 3. La Giaa (3,35) del problema exterior de 
Dirichlet tiene solución si y sólo si 


frosma, =0. (12,35) 


Si está condición se cumple, la solución de la ecuación (3,35) se 
determina univocamente salvo un sumando constante arbitrario, 
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La ecuación (5,35) del segundo problema interior de contorno 
tiene solución si y sólo si 


fiau =0. (13,35) 
4 


Si esta condición se-cumple, la solución de (5,35) se determina 
univocamente, salvo el sumando Co (P), donde C es una cons- 
tante arbitraria. 


3. Solución de los problemas de contorno 

De los teoremas 1 y 3 del presente epígrafe obtendremos las 
condiciones bajo las cuales tienen solución los principales proble- 
mas de contorno. Antes que todo, del teorema 1 se desprende 
que, bajo nuestras suposiciones, siempre existe en G una solución 
única del problema interior de Dirichlet que se puede representar 
en forma de un potencial de doble capa. Pero anteriormente 
hemos demostrado la unicidad de la solución del problema de 
Dirichlet; por eso podemos decir que la solución de la ecuación 
integral (2,35) es equivalente a la solución del problema interior 
de Dirichlet. 

Además, del teorema 3 se desprende que la solución del se- 
gundo problema interior de contorno existe para las funciones 
f(A), definidas en la frontera, que cumplen la condición 


fray an añ 
$ 


Probemos que esta condición es necesaria para que el segun- 
do problema interior de contorno correspondiente a fa función 
f(A) tenga solución.” Sea u(Ọ) una función armónica en G, 


94 Én el $ 33 hemos demostrado la necesidad de esta condición para supo- 
siciones más restringidas. 
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du 


continua en G + L, y sea 0 = /(4) en L. Escojamos la 
p 


constante C de manera que 
faa + C) di, = 0. 


Hemos probado anteriormente que existe a ga v(Q) 
armónica en G y continua en G + L para la cual 2 = f(4) + 
+C h. n A finada w= v — ues cb en aG, continua 
mG+L Ea =CenL. 

Según el teorema 1 del 3 del $ 28, w = const. y C = 0, ya 
que si w es diferente de una constante entonces = debe tener 


signos diferentes en los puntos de L donde w toma sus valores 
menor y mayor. De aquí se sigue que 


Í F(A) dla = 0. 


En el § 28 hemos probado que la solución del segundo pro- 
blema interior de contorno se determina univocamente salvo un 
sumando constante. 

Pasando a la solución del problema exterior de Dirichlet vemos 
que, debido- al teorema 3, para cualquier función de contorno no 
se puede hallar la distribución de los dipolos que resuelve este 
problema, Esto se debe a que, como es fácil comprobar, todo 
potencial de doble capa (12,34) tiende a cero en el infinito, mien- 
tras que en el § 32 hemos demostrado la existencia y unicidad 
del problema exterior de Dirichlet suponiendo solamente que la 
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solución es acotada en el infinito. Cuando la condición de con- 
torno verifica la condición (12,35), existe la solución del problema 
exterior de Dirichlet en forma de un potencial de doble capa. 
Cuando la función f(P) es arbitraria, se puede proceder así. 
Formemos la función 


HP) = f(P) + œ, 


y escojamos la constante C* de modo que fi(P) verifique la 
condición (12,35). Para ello debe cumplirse que 


J KAYS (A dla 
e E EA (14,35) 
fora an 


i 
lo que tiene sentido, ya que debido al teorema 2 


J o(4) dl, # 0. 
i 
Encontrada C*, resolvemos la ecuación (3,35) tomando f, en 
vez de f. Sea 1,(P) una de las soluciones. Entonces la solución 
del problema exterior de Dirichlet considerado será la función 


Bn 
cos (AQ, ma) 


«0 =f (4,0) 


L 


(4) dl, —C*. 


En cuanto al sumando constante que figura en la densidad de los 
dipolos hallada de la ecuación (3,35), no influye en la solución 
del problema exterior de Dirichlet ya que fuera de G el potencial 
de una distribución constante de dipolos es igual a cero (véase 
teorema 4 del $ 34). 
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Consideremos finalmente el segundo Problema. exterior de con- 
torno. Como hemos probado, la ecuación integral (6,35) corres- 
pondiente a este problema tiene solución cualquiera que sea la 
función continua f(P). La solución del segundo problema exte- 
rior de contorno es una función acotada en el infinito; por eso 
el potencial de simpla capa, cuya densidad está dada por la solu- 
ción de la ecuación (6,35), será solución del segundo problema 
exterior de contorno si y sólo si es acotado, 


Para que el potencial de simple capa sca acotado en el infinito 
es necesario y suficiente, de acuerdo con el lema 1, que 


fuo dla = 0. 


Integrando la ecuación (6,35), cambiando cl orden de inte- 
gración y aplicando el teorema 4 del § 34, obtenemos 


[ro = r fuí) día + 


> 


Pray sos (AP, np) 
+f[) ula) an] dle 


Ha, P) 
= =f o(P) dlp — 


cos (PA, n) np) 


- f «a Va PA diz] dia 


=2% | o(P) dip. 
Í 


tl 
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Por eso la condición $ f(P) dlp = 0 cs necesaria y suficiente 


pita que el" potencial. de: sinple capa; tofustríido: mediante la 
ecuación (6,35), sea acotado en cl infinito. Si esta condición se 
cumple, de acuerdo con el lema 1, el potencial construido tiende 
obligatoriamente a cero en el infinito. La condición (13,35) es 
a la vez necesaria para que el segundo problema exterior de con 
torno tenga solución. Esto se debe al c 
condición (13,35) para que tenga solución el segundo problema 
interior de contorno y a la igualdad (4,33). Además del 3 del 
$ 33 se deduce que la solución del segundo problema exterior de 
contorno se determina univocamente, salvo un sumando constante 
arbitrario. 


ter necesario de la 


4. Solución de los problemas de contorno para el círculo 
s (2,35), (3,35), 
(5,35) y (6,35) se resuelven fácilmente. En efecto, si X es dl 


radio del círculo, es fácil ver que para A & Ly PEL se tiene 


Si G es un circulo, las ecuaciones integra 


-cy = EA 
cos (Ab na) = — cos (AP, ns) = — 7 E 


y las ecuaciones (2,35), (3,35) se transforman en 


A) FÉ NP) (PEL), (1535) 


mientras que las ecuaciones (5,35), (6,35) se transforman en 


oP) == o dm (PEL). (1635) 


b 
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Resolvamos la ecuación (15,35),. Para ello denotemos 


Í =(4) dla = C 


z 


e integremos ambos miembros de (15,35), según L. Obtendremos 
A N. é 1 
de Ef IP) die; c =— 3; f 10) die. 
= 2x 
2 i 
Sustituyendo el valor de C en (15,35), encontramos 


(P) => JIAO Ne PEL). 


IR 


Ahora de (13,34) se sigue, en virtud del teorema 4 del $ 3 
que para Q € G 


o 

e 1 q) ] os (40, na) y 

o= f [ao na a = 
í : 


ES 1 B cos (40, m) 
S~ gr | 1 = f 10 dl = 


De este modo hemos obtenido otra forma de la integral de 
Poisson considerada en el $ 29. 

Consideremos la ecuación (15,35)... La ecuación homogénea 
correspondiente a (16,35), tiene la solución no trivial © (P) = 
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= const. 4 0 (véase el teorema 2). Por lo tanto las condiciones 
(12,35) y $14) dis =0 coinciden. Si $ F(A) dl, = 0 se 


cumple, la ecuación (15,35)z tiene la solución 
uP) = ze IP) +C (PEL), 

donde C es arbitrario. En el caso general tendremos (véase 

(14,35)): 


a 1 
"=z ag heP)= = 109 [1O da; 


al?) =2 1) 7 zarfi 4) dla + C; 


(0) =f[: FA) 


$ 
cos (QA. na) 
mf 1 1) dla = — Sl A 


E, 7] FA) dia (Q EH). 


1 


(40, na) 


aa At 


fra di] 


Problema. Resolver las ecuaciones (16,35),,2 y encontrar 
las soluciones del segundo problema interior y exterior de con- 
torno en el caso del círculo. En la solución del último problema 
emplear la fórmula 


fua+rr—2 cos o) de = 0, —1<p<l. 
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5. Consideremos la ecuación de Poisson 
Au = f(x, y). (17,35) 
Supondremos que la función f(x, y) = f(P) está definida, es 
acotada y tiene derivadas parciales continuas de primer orden en 
una región acotada G. Buscaremos la solución del problema inte- 
rior de Dirichlet para esta ecuación.” Es suficiente hallar cierta: 
solución de la ecuación (17,35) que sca continua en G = G + L 
sin preocuparse de la condición de contorno, En efecto, si v es 

una solución de este tipo, entonces haciendo 


u=v+ 


donde w es la solución del problema interior de Dirichlet para la 
ecuación de Laplace con la condición de contorno 


obtendremos que u es la solución del problema inicial. De este 
modo el: problema sobre la existencia y unicidad. de la solución 
del problema interior de Dirichlet para la ecuación (17,35) se 
reduce totalmente a ese mismo problema para la ecuación de 
Laplace, 

Comprobemos que la solución particular de la ecuación (17,35) 


es la función 
a Jf FA) ln TS dsa (18,35) 
A 


i 
(potencial logarítmico con densidad de carga — En f(4)). 


v(P) = — 


vs Es decir, buscaremos una solución de la ecuación (17,35) que sea 


continua en G y tome en la frontera de G los valores de una función con- 
tinua dada. 
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Probemos primeramente que la integral (18,35) converge y 
es una función continua de P en todo el plano. Para ello, análo- 
gamente al $ 34, bastará probar la convergencia uniforme de la 
integral (18,35) en cualquier punto Po Habrá que modificar, 
por supuesto, la definición de convergencia uniforme, 

Sea D,(P) el interior del círculo de radio p y centro Po y 
sea G¿(Po) la parte común de D,(Po) y G cualquiera que sea 
p >0. Es suficiente demostrar que para todo s > 0 existe un 
e > 0 tal que para cualquier P € D,(Po) la integral 


Fa) PT A P) dsa 


üp a 


converge y tiene un valor absoluto menor que s. Para ello deno- 
taremos por M la cota superior de |f] en G y pa 
nadas polares tomando el polo en el punto P. 


aremos a coorde- 
onces, si p < y, 


| ffia mc da] o [fran dE 


TA) A 


(19,35) 


La última expresión tiende a cero uniformemente respecto a 
todos los P pertenecientes a D, (Po), cuando p —> O. 

Probemos que la integral (18,35) tiene derivadas parciales de 
primer orden continu; Scan (x, y) las coordenadas del punto 
P y (a,b) las del punto 4. Derivando formalmente respecto a r 
nuestra integral, sin preocupamos de la convergencia, tenemos 


(P) = sff ro 


(20,35) 
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Análogamente a (19,35), se puede demostrar que esta integral 
converge uniformemente en cada punto de G = G + L y por 
eso representa una función continua en todo el plano. Para de- 
mostrar que p(P) =v, (P) tomemos cualquier punto P(x, y)% 


y el punto P, (x + h, y) donde h z 0. Entonces 
v(P,) —o(P) | 


Jee — 7 


Elf no riip- 


1 t 
=q (SS rom ar t 
) 


1 
Ef) fa) map ta) < 
; 
1 e—a 
S DEEG API dea] + 
HRA 
1 H(A¡P) 
+ | fSfra ra E 
i 
1 2. IS) 
ta ffro ( Fan h" rap) 
EA 


(21,35) 


96 Del mismo modo que en el teorema 2.de la página 392 es fácil probar 
que fuera de la región G la función v(P) es armónica. 
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La primera de las integrales obtenidas tiende a cero junto con p 
debido a la convergencia uniforme de la integral (20,35) en el pun- 
to P. La segunda integral también tiende a cero, si O < |h] < p- 
Para demostrarlo dividimos G,(P) en las partes G/(P), donde 
r(A, P) > r(A,Px), y G? (P) tal que r(A, P) < r(A, P1) y 
tomamos en cuenta que In (1 + 8) < 3 si 3 > 0. Tendremos 


mal SS no ntah |< 


de in 
M 
<= ( It 
CATE] o% (P) 
M r(A, P) —r(A, Pr) 
SS pac at o O A 
0] r(A, P) ese e 
CA 
+ ff r(A, MAT pen P) ds) < 
o m 


< =2ff Diddy Mp. 
Za e 


97 Ya que |r(4, P) — r(4, P) | S h. 
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Se puede escoger p > O tan pequeño que la primera y segunda 
integrales del miembro derecho de (21,35) sean menores que 8/3, 
donde e > 0 es un número cualquiera dado de antemano. Fijando 
este p podemos conseguir, disminuyendo |4], que la última integral 
en (21,35) sea menor que 8/3, ya que el integrando tiende uni- 
formemente a cero en G — G,(P) cuando }h) > 0. 


Análogamente se analiza v/, (P). Por lo tanto 


pa 
vP) = zJf 1D F ts 
rE y 
Ye) = zÍ HOD papy 


Hasta aquí hemos tenido en cuenta solamente el hecho de que 
la función continua f(P) es acotada. En lo sucesivo considera- 
remos la existencia de las primeras derivadas parciales continuas 
de f(P). Fijemos un punto Po € G y escojamos p tan pequeño 
que D, (Po) € G. Entonces la integral 


1 1 
uP) == JÍ [Ay py ds 


STA] 


tiene en D, (Po) derivadas parciales continuas de todos los órdenes 
y verifica la ecuación 

Av, = 0, (22,35) 
ya que la podemos derivar, bajo el signo de la integral, respecto 
las coordenadas del punto P, que pertenece'a D,{P,). Por lo 
tanto, bastará considerar la integral 


aP =i 10 msy 


Dp (P) 


1 
am * 
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dva, 
dr 


Integremos por partes la expresión para 


dv(P) 1 A 
Sg Sf ra Var 


Dp t9 


= =J/ [- 2 A) In r (4, P)] + 


Dp rp) 


+ P(A) In r (4. Py) dadb = 


tl 


— 5 J FA) In r (A, Pdo => 


Cp ep) 


-4 jj PLA) la Eea dsa, (23,35) 


bp wy 


donde C, (Po) es la circunferencia del circulo D, (P4) y la inte- 
gración se realiza en la dirección positiva, De lo visto anterior- 
mente se desprende que la última integral tiene derivadas parciales 
continuas de primer orden tan pequeñas como se quiera cuando 
PE D,(Po), siempre que p sca suficientemente pequeño, En 
cuanto a la primera integral del miembro derecho de (23,35), se 
puede derivar respecto a + e y tantas veces como se quiera en 
D,(Po), ya que-el punto P no pertenece a la linea de integración. 


Análogamente se estudia la expres Iy Con esto queda 


probada la existencia y continuidad de las segundas derivadas 
parciales de v¿(P) en D, (Po) y, por consiguiente, de v(P) en G. 
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Luego, si PE D,(Po) 


dv: 
dr? 


1 r—a 
== (0 Greta. 


A) 


donde 1, (P,p) tiende uniformemente a cero cuando p => 0 y 
PE D,(Po). Análogamente 
dva 
dy 


1 yb 
=z J 10 py e+uen 


ep wp 


Pasemos a coordenadas polares con centro en Poltu, Yo)» 
Entonces, en virtud de (22,35), 


OP), AP 
de = a tp 


1 Ha) 
=z J papp!” +0 d] + 
oey 


+ m(Po 2) + míPo p) = 
2x 
1 
= f f + e cos g yo + p sen o) (sen? q + 
è 


cos? q) de + m + m- 


La última expresión tiende a f(Pa) cuando p > 0, es decir, 
Av = f (Po). 
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Señalemos que se pueden exigir condiciones menos rígidas del 
miembro derecho de la ecuación (17,35). Sin embargo, no es 
suficiente pedir que f(P) sea continua y acotada en G, ya que 
la integral (18,35) puede`no tener derivadas parciales de segundo 
orden. En este sentido, I. I. Privalov introdujo el concepto de 
operador generalizado de Laplace que se define mediante la 
igualdad 


ACP) = lim $ [ f lA) dsa — eP) ]. 


Dp P 


Se puede probar que si ọ(P) tiene en G segundas derivadas par- 
ciales continuas, para PE G existe A*ọ(P) y es idéntico a Aọ(P). 
Al mismo tiempo, si f(P) es continua y acotada cn la región 
acotada G y si v(P) se determina mediante la fórmula (18,35). 
Atu(P) existe y 


Atv (P) =[(P). 


Observación. Todas las consideraciones de este epígrafe se 
extienden de modo natural al potencial (5,34) de una región 
cargada en el espacio tridimensional. Si se supone que la densidad 
p(4) es continua al igual que sus primeras derivadas y es aco- 
tada, entonces el propio potencial (Q) resulta ser continuo en 
todo punto. Este potencial es una función armónica fuera de la 
región cargada y verifica la ecuación de Poisson 


Au D'u du 


Pu o 
deta t aF E 


dentro de la región cargada. 
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$ 36. MÉTODO DE REDES PARA LA SOLUCIÓN 
APROXIMADA DEL PROBLEMA DE, DIRICHLET 


ca f una función continua definida en la frontera de una 
región finita G. Supongamos que existe una función u armónica 
dentro de G que en la frontera de G toma los valores 'dados f. 
Para buscar aproximadamente u, L. A. Lusternik propuso en 
1925% el siguiente método que expondremos para mayor claridad 
en el caso de una región bidimensional, aunque del mismo modo 
se puede aplicar para regiones con un mayor número de dimen- 
siones. En nuestra exposición, inicialmente, no haremos todas las 
demostraciones necesarias. Los aspectos no demostrados se seña- 
larán en letra cursiva, por ejemplo, ciertos teoremas. Éstos serán 
demostrados posteriormente, 


En el plano (r, y), donde está la región G, trazamos dos «fa- 
milias de rectas (red) paralelas a los ejes coordenados 


x=mh y y =0"h, 


9s Véase “Logros de las ciencias mat”, fascículo VITI (1941), 115 - 124. 
L. A, Lusternik no supuso la existencia de la solución del problema 
de Dirichlet, Mediante el método de redes demostró la existencia de la 
solución de este problema haciendo ciertas suposiciones respecto a la fron- 
tera de G. Pero su demostración no se extendía directamente a regiones 
de más de 2 dimensiones. 


La existencia de solución del problema de Dirichlet mediante el método 
de redes para la ecuación de Laplace, en el caso de cualquier múmero de 
variables independientes y para una clase amplia de regiones, se ha demos- 
trado en el trabajo I. G. Petrovski, “Logros de las ciencias mat”, 
fascículo VIII (1941), 161 - 170. 
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donde h es un número positivo y m,» toman valores enteros 
sucesivos de modo que toda la región G se cubre por cuadrados 
de lado hh. Los vértices de estos cuadrados se llamarán nodos o 
puntos nodales de la red construida. Nuestro objetivo es encon- 
trar los valores aproximados de œ en los nodos que están dentro 
de G. Estos valores aproximados los denotaremos mediante 1. 


Tomemos arbitrariamente & > 0 y designemos mediante T, 
la totalidad de cuadrados tales que al menos uno de sus vér 
está a una distancia no mayor que e de la frontera de G. En cada 
vértice, de cualquiera de los cuadrados de T., hacemos 1 igual 
al valor f en el punto de la frontera de G más próximo al vértice 
considerado, o en uno de estos puntos, si son varios. Si hi y 8 
son suficientemente pequeños, los valores u, encontrados de este 
modo en los nodos de T, difieren tan poco como se quiera de 
los valores que toma en estos puntos la función u. En efecto, 
la función igual a u dentro de G y a f en la frontera de G, es 
uniformemente continua en G y sus valores en dos puntos P, y 
P, de G se aproximan tanto como se quiera si la distancia PiP: 
es suficientemente pequeña. En lo que sigue siempre suponemos 
queh < e. 


es 


Los puntos de la región G que están dentro o en las fronteras 
de los cuadrados que no pertenecen a I, forman uno o varios 
polígonos M. Los nodos de la frontera de cada uno de estos 
polígonos pertenecen a I, y por eso los valores 1, en los mismos 
ya están definidos. Los valores de u, en los nodos que se en- 
cuentran dentro de estos polígonos, los definiremos como la 
solución de un sistema de ecuaciones lineales que tiene tantas 
de us faltan por encontrar, es decir, el 
número de ecuaciones es igual val número de nodos no pertence- 
cientes a I, que hay dentro de G. Este sistema de ecuaciones se 


ecuaciones cuantos valore: 
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obtiene del siguiente modo. Para un nodo interior (x, y) escri- 
bimos la ecuación 


m(x, y) = 

= ika +h y) daa —h, y) Etna y +h) Ha y —h) 
4 

o bien 


amar + hy) + tal — h, y) + 
+ inte y + h) + tx, y —h) — talr, y) =0. (1,36) 


Si alguno de los puntos (+ + %, y), (7 — h, y), (2,3 + A), 
(x, y — h) pertenece a T, el uy correspondiente se sustituye en 
la ecuación (1,36) por el valor, anteriormente hallado, de uz en 
este punto. Se puede' probar que el sistema de ecuaciónes (1,36) 
tiene siempre solución única (teorema 1) y que escogiendo sufi- 
cientemente pequeño primero e y después h, obtendremos valores 
u, que difieren tan poco como se quierd de los valores de la fun- 
ción u(x,y) en los puntos correspondientes (teorema 2) ; el valor 
de h necesario para ello depende de e. Es difícil aplicar los 
métodos corrientes del álgebra para resolver el sistema de ecua- 
ciones (1,36) si h es pequeño y el número de ecuaciones es, por 
consiguiente, grande. Pero para resolver aproximadamente el 
sistema (1,36) se puede emplear de un modo muy sencillo el 
método de las aproximaciones sucesivas (teorema 3). 


La ecuación (1,36) es la análoga, en diferencias finitas, a la 
ecuación diferencial de Laplace. En efecto, supongamos que en 
la región considerada G la función w tiene derivadas hasta el cuarto 
orden acotadas. Supongamos que los puntos (+ + h, y), 
(æ — h, y), (a, y + h), (a, y — h) y los segmentos de rectas 
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comprendidos entre el punto (x, y) y los anteriores están dentro 
de G. Entonces 


ula + h, y) = ufa, y) + ho y) + 


$ “ E uos 
pte A Es y) + i G, y, 


u(x — h, y) = u(x, y) — he (r, y) + 


i $ C 
+) — Ea + 3 Y, 
ula, y + h) = ul, y) + husir, y) + 


de j js a 
+3 9) + Gl) E (Y 


u(r, y — h) = ufa, y) — hu (a, y) + E w (x, y) — 


le ZA de pm j 
— E Mi) t r lT) 
6 “w 24 


Aqui x, x, y, y son números comprendidos entre x y 4 + h, 
«yxr—h yey+ h, ye y —h, respectivamente, Es evidente 
que 


ula +h, y) + ula —h, y) + ul, y +1) + u(x, y —h) — 
—du(x, y) = hè [u (2, y) +6, (2, 9)] + 


+ EMO, 1051, 
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donde M, es la cota superior de los valores |u“¿//] y ugu]. Por 
eso el miembro izquierdo de la ecua 


ulz + hy) + u(e—h, y) + ua, y +h) + ul y — h) —4u(x, y) 
P 


cs igual a uy + ups, si omitimos los términos del orden de h’. 


Teorema 1. El sistema de ccuaciones (1,36) siempre tiene 
solución única. 


Demostración. Escribamos este sistema de manera que en 
los miembros izquierdos de las ecuaciones queden solamente los 
valores ua en los nodos interiores"de los polígonos M y traslade- 
mos a los miembrós derechos los valores 1, en los nodos fronte- 
rizos de estos polígonos, es decir, en los puntos de T',. Recordemos 
que estos últimos han sido determinados; por lo tanto, los miem- 
bros derechos de estas ecuaciones son valores conocidos. Supon- 
gamos que nuestro sistema toma la forma 


(2,36) 


donde N es el número de nodos interiores de los polígonos M. 
Hemos numerado todos los nodos interiores de los polígonos y el 
valor ma en el j-ésimo nodo lo hemos denotado uj. Los miembros 
derechos en (2,36) son combinaciones lineales de los valores ua 
en los nodos que pertenecen a la frontera de los polígonos M. 


Como se sabe del curso de álgebra superior, para demostrar 
que el sistema (2,36) tiene solución única cualesquiera que sean 
fu es suficiente probar que el correspondiente sistema homogéneo 
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tiene solamente solución trivial. Realizaremos la demostración 
suponiendo lo contrario, es decir, suponiendo que el sistema 
x 


` am =0 (i=1,2, ..., N) (3,36) 

Fr 
tiene solución no trivial. Denotemos por B el mayor de los nú. 
meros |u;| (j= 1, ..., N), que según la suposición es mayor que 
cero. Sin perder generalidad podemos -suponer que B es igual a 
uno de los uj, ya que el caso en que -B es igual a uno de los 4; 
se reduce al anterior cambiando los signos de todos los uz Su- 
pongamos que B es igual a uj. Pero uj, es igual a la media 
aritmética de los valores 1, en los cuatro nodos vecinos; por eso 
t; es igual a B en cada uno de estos nodos (si los valores 14, en 
los puntos vecinos de jo no pueden ser mayores que B, tampoco 
pueden ser menores que B); los nodos vecinos del nodo (x, y) 
son los puntos (+ -+ h, y), (¥ — h, y), (2, y + h), (2, y — h). 
Aplicando este razonamiento a cada uno de los nodos vecinos al 
nodo jo-Ésimo, encontraremos que 1, es igual a B en los nodos 
vecinos a aquéllos. Continuando de este modo, obtendremos que 
uy = B en todos los nodos que pertenecen a la frontera de un 
cierto poligono M y son vecinos a un mismo punto interior P de 
este polígono. Pero esto está en contradicción con el hecho de que 
los miembros «derechos f; de todas las ecuaciones (3,36) son 
iguales a cero. En efecto, los f; son combinaciones lineales de 
los valores un en los puntos de I, con coeficientes iguales a —1; 
esto se ve fácilmente si comparamos las fórmulas (2,36) y (1,36). 
Por eso todos los f; no pueden ser cero, si u, en todos los puntos 
de T, vecinos a P es igual a B > 0. 


Teorema 2. Si u(x, y) es la solución exacta del problema 
de Dirichlet y u, es la solución del sistema (1,36) escogiendo 
8 > O suficientemente pequeño y disminuyendo posteriormente h, 
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podemos obtener unos ua que difieran tan poco como se quiera 
de los valores de u(x, y) en los puntos correspondientes, 


Demostración. Probemos que lu» — u| < è en todos los 
nodos de la red si le es suficientemente pequeño. Para ello tome- 
mos el origen de coordenadas dentro de G. Escojamos s tan 
pequeño que max |u, — u| en los puntos de P, sea menor que 3/2 
y consideremos la función awiiar oa definida vuante la fór- 
mula 


Y = t n (D — e — y) — + 


Aquí D es el diámetro de la región G, es decir, fa cota superior 
de las distancias entre sus puntos, 


Es evidente que en los nodos pertenecientes a D, se tiene 

3 
Y < 0, ya que en esos puntos [un — u| < z7Y Drepy. 
Probemos que v < O y, por consiguiente, 14 — u < 3 en todos 
los nodos pertenecientes a M, si h es suficientemente pequeño. 


Para ello apliquenios a la función 7 el operador A» que a la 
función g(x, y) le asigna la función 


er +h, y) or hy) + yth) + 
+ olr y — h) — 4 (a, y). 
Es evidente que 


Aroa = Anta — An + 25 A 


Pero 


Am =0: Arlt + 91) = 44; 
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dondé M; es la cota superior de | %5 | y | 42% | en los polígonos 
M. Por eso 


, P 
da > Ye En 5 YE (4,36) 


y si h es suficientemente pequeño 

Ama > 0. (5,36) 
Pero ahora es fácil ver que 2) no puede tomar su mayor valor 
dentro de uno de los polígonos M. De aquí se desprende que 
U < 0 en todos los puntos interiores de. los poligonos M, ya que 
es negativa en la frontera de estos polígonos. 


Considerando la función 
2 


-z (T 


Th = U ~- la 


probaremos de modo análogo que 4 — n, < 3. Comparando am- 
bos resultados, obtenemos que | u — ua | < 3, si h es suficiente- 
mente pequeño, que es lo que se queria demostrar, 


Observación. Si ta solución exacta u(x, y) del problema de 
Dirichlet tiene en G derivadas acotadas hasta el cuarto orden in- 
elusive, entonces la constante My en el miembro derecho de (4,36) 
se puede considerar independiente de e. Por eso el valor sufi- 
cientemente pequeño de h, que garantiza (5,36) también se puede 
escoger independiente de e. Y en este caso, se pueden simpli- 
ficar las consideraciones hechas tomando como Mel conjunto 
de todos los cuadrados de lado % contenidos junto con su frontera 
dentro de G. 

Hasta aquí nos cra totalmente indiferente la numeración de 
los nodos que se encuentran dentro de los polígonos M. Ahora 
será importante convenir en el siguiente orden de numeración. 
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El primer nodo debe obligatoriamente tener entre sus -puntos 
vecinos un punto que pertenezca a la frontera de uno de estos 
polígonos (recordemos que el nodo vecino al punto (x, y) es uno 
de los puntos (x + h, y), (4 — h, y), (2,3 +h), (7, y — h) ). 
El segundo nodo debe tener entre sus nodos vecinos o un punto 
de ta frontera de uno de los poligonos M o el primer nodo, etc. 
Si nos atenemos a esta numeración de los nodos, el sistema de 
ecuaciones (1,36) se puede resolver aproximadamente del siguente 
modo. Tomemos arbitrariamente los valores ti, te, -:-, y. De- 
signemos estos valores mediante #{® y llamémoslos aproximación 
cero a la solución del sistema (1,36). Para describir cómo se 
buscan las aproximaciones sucesivas, es cómodo imaginarse que 
todos los w{® se han anotado en los nodos correspondientes de ia 
red. Entonces, para obtener la siguiente —primera— aproxima- 
ción, borramos en el primer nodo el valor w{® y escribimos el 
valór 1490 que es igual a la media aritmética de los valores u 
en los cuatro nodos vecinos al primer nodo. Después borramos el 
valor 14” escrito:en el segundo nodo y lo sustituimos por uf? que 
es igual a la media aritmética de los valores escritos en los cuatro 
nodos vecinos (en uno de éstos puede aparecer el valor (>), etc. 
Recorriendo así todos los nodos interiores obtendremos los valores 
u (k 1, «+ N). Los valores de la segunda aproximación 
u (k = 1, ..., N) se obtienen de uf"? del mismo modo que 
éstos se han obtenido de u{®. Análogamente encontramos “p , 
uo, ..., eto 


"mu 


Teorema 3. Cuando n > œ, para toda k (k = 1,2, ..., N) 


uP > 1, 


donde uy es la solución exatca del sistema (1,36) . 
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Demostración. Pongamos 
id gi 
ul la = uf”, 
Queremos probar que 2? ——> 0 (k = 1,2, .., N): Para 
.>w 
ello observemos primeramente que los p/**% se obtienen de y” 
(k = 1,2, ..., N) del mismo modo que los uf”*" se obtienen 
de uf” a saber: ve es la media aritmética de los valores v 
en los cuatro nodos vecinoos al k-ésimo nodo; si uno de estos 


nodos está sobre la frontera del polígono, en el mismo se toma 
v igual a O, Por eso, si 


max { |v], [90 1, lp 1) =4, 


entonces 


E 
`q 


J] s Ža, 


ya que uno de los puntos vecinos al primer nodo es un nodo de 
la frontera. Análogamente ericontramos 
A, 
2) 


peis (13) a 19] <( 


EN < (1-5)4=x además a < 1. 


Del mismo modo obtenemos que para todo n y k 
¡| <a (e E — ) (6,36) 


de donde se sigue que 2/" > 0, cuando 1 > co. 


Teóricamente esta relación se cumple cualquiera que sea la 
solución inicial. Pero en la práctica, para obtener rápidamente 
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buenas aproximaciones a la solución exacta del sistema (1,36), 
conviene tomar como aproximación cero números que, es de espe- 
rar, no difieran mucho de la solución exacta del problema de 
Dirichlet. El proceso de aproximaciones sucesivas suele interrum- 
pirse para los valores de » en que los 1% no varian considerable- 
mente con el aumento de n, Estos 4/% se toman como la solución 
aproximada del sistema (1,36). 

Si para cierto h se obtienen varios polígonos M, el sistema 
(1,36) se separa en varios sistemas independientes cada uno de 
los cuales corresponde a uno de estos polígorios. Cada sistema 
se resuelve independientemente del ótro. 

Nosotros pretendíamos probar solamente que las aproximacio- 
nes sucesivas ul” convergen. La estimación obtenida (6,36) de 
la velocidad de convergencia del proceso, es muy grosera. Se 
puede demostrar que de hecho el proceso indicado converge mu- 
cho más rápidamente, 

Conviene subrayar que las aproximaciones sucesivas u{™ „ ob- 
tenidas por el método sencillo arriba señalado, convergen a la 
solución exacta vx del sistema (1,36) bastante lentamente aun 
siendo el número N de nodos muy grande. Existen diferentes 
procedimientos que permiten acelerar la convergencia” de las 
aproximaciones sucesivas indicadas a la solución exacta; asi como . 
existen también otros métodos de. resolver aproximadamente el 
sistema (1,36) que conducen más rápidamente al resultado. 


$ 37. RESEÑA DE ALGUNOS RESULTADOS PARA 
ECUACIONES ELÍPTICAS DE TIPO GENERAL 


1. El problema de Dirichlet para la ecuación de Laplace en 
el caso de dos variables independientes tiene solución para cual- 
quier región simplemente conexa, si la función definida en la 
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frontera es continua. Para una región simplemente conexa tridi- 
mensional el problema de Dirichlet no siempre tiene solución. En 
el caso de una región tridimensional será regular todo punto P 
de la frontera que se pueda tocar con el vértice del cono K que 
se obtiene al girar la curva 


=fr) =, 


alrededor del eje xı; aqui k es un número positivo cualquiera. 
Más exactamente esta condición se expresa así: en el espacio 
(+1, Xa, X4), donde se encuentra la región G, se pueden escoger 
los ejes de coordenadas con origen en el punto P de modo que 
todos los puntos que están dentro del cono K y tienen abscisas x, 
no mayores de cierto número positivo y, se encuentran fuera de 
la región G. Por otro lado, Lebesque* e independientemente 
P. S. Uryson*"" demostraron que P no será punto regular de la 
frontera de la región G, si existe una vecindad Up tal que esco- 
giendo convenientemente los ejes coordenados todos los puntos de 
esta vecindad que no pertenecen a G no salen del cono formado 
por la revolución alrededor del eje v, de la curva 


A, 7 >0. 


n= 
Este razonamiento es válido si sustituimos esta curva por la curva 


E = F(x) = ecl hajite = y janje, 


donde s es cualquier número po: 


9 Lebesque, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 24 


(1907), 371 = 402. 
10 P, S. Uryson, Math. 


(1925), 153 - 158. 
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En el caso n-dimensional (n > 3) en lugar de f(+,) debe 
tomarse la función 
s: 


. (1,37) 


[da «| 
y en lugar de F(+1) la función 


e 


> (2,37) 


|in s| 


donde e es un número positivo cualquiera. Las ccuaciones de los 
conos correspondientes se obtienen igualando las expresiones 
(1,37), o (2,37) a VER «+ ai, 

Una condición necesaria y Suficiente. para que el punto sea 
regular ha sido señalada por Wiener. 

Se ha estudiado el problema de la estabilidad de la solución 
del problema de Dirichlet para la ecuación de Laplace respecto a 
la variación de la frontera de la región. Sea Gi, Ga, ..., Gm © 
una sucesión de regiones convergente a la región G y tal que cada 
región contiene la región cerrada G; sea ọ(P) una función arbi- 
traria continua en todo el espacio. Designemos mediante un(P) 
una función armónica en Cn, que en la frontera de Gn toma los 
valores g(P) (n= 1, 2, +). El problema de Dirichlet se llama 
estable dentro de la región G, si la sucesión [un(P)) converge, 
cuando 1 > co, en cada punto de G a la solución generalizada 
(en el sentido del 3 del $ 31) del problema de Dirichlet corres- 
pondiente a la condición de contorno w = ¿(P) sobre la frontera 
de G. 


101 Véase M, V. Keldysh, Logros de las ciencias mat, fascículo VIII 
(1941), 171 - 232. 
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Una condición 'necesaria y suficiente para la estabilidad del 
problema de Dirichlet dentro de la región ha sido señalada por 
M. V. Keldysh y M. A. Lavrientiev. Se ha construido un ejemplo 
de una región simplemente conexa del espacio tridimensional de 
modo que el correspondiente problema de Dirichlet tiene solución 
para cualquier función de contorno continua, pero no es estable 
dentro de la región considerada. 


2. La posibilidad de resolver el primer problema de contorno 
para una ecuación lineal elíptica con coeficientes variables 


z du 
tersa) EE Y ass seer Ln) EYA + 


EEI 


Falta An) = f (2i -oas £n), (3,37) 


donde la forma cuadrática D alti ..., 2a),0 6, es positi- 


i 
vamente definida para cualesquiera x,, +», aw de la región con- 
siderada, depende de modo esencial del signo del coeficiente 
a(i, ++», Xn). Si este coeficiente toma valores positivos, entonces 
— incluso en el caso de coeficientes constantes— el primer pro- 
blema de contorno para la ecuación (3,37) puede no tener solución 
única, si la región G es suficientemente grande. 

Asi, por ejemplo, la ecuación 


du, u 
a + a +24 =0 4,37. 
an t z t (4,37) 


102 Véase la llamada 101. 
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tiene solución to = sen kx sen ky que se anula en la frontera 
del cuadrado Q de lados 


Por otro lado, es fácil probar que si la ecuación (4,37) tiene, 
en una región G de frontera F seccionalmente suave, una solución 
us que se anula en T y tiene primeras derivadas seccionalmente 
continuas en G + I, entonces cualquier otra solución suficiente- 
mente suave de la ccuación (4,37) debe verificar, en la frontera 
de la región, la relación 


ito 
Qno uds = 0. (5,37) 
1 da 


La relación (5,37) se obtiene si se realiza la integración por 
partes en el miembro izquierdo de la igualdad 


de modo que desaparezcan las derivadas respecto a y e y de u en 
las integrales que se refieren a la región G. Por eso el primer 
problema de contorno para la ecuación (4,37), cuando la región G 
es un cuadrado, no puede tener una solución suave, si la función 
dada en la frontera no verifica la relación (5,37). 


Se puede probar que en el caso de la ecuación (3,37), o bien 
el primer problema de contorno tiene solución única cualquiera 
que sea la función continua definida en la frontera de la región G 
y cualquiera que sea el miembro derecho f, o bien el problema 
tiene solución solamente para aquellas funciones de contormo y 
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aquellos miembros derechos f que verifican un número finito de 
condiciones, y la solución del problema no es única. 


En general, al resolver el primer problema de contorno para 
la: ecuación elíptica (3,37) el caso en que el coeficiente a es en 
todo punto < O difiere de modo esencial del caso en que ese 
coeficiente es positivo en algunos puntos. En el primer caso, el 
problema tiene solución única cualquiera que sca la función conti- 
nua definida en la frontera de la región G siempre que: 1) la 
frontera de la región G sea'suficientemente regular, 2) los cocfi- 
cientes aij, as, a y la función f verifiquen la condición de Hólder"o 
en la región G.19 Pero si el coeficiente 'a toma en algunos puntos 
de la región considerada valores positivos, para garantizar la 
existencia y unicidad de la solución es suficiente exigir que la 
región G sea suficientemente pequeña. Como ha señalado V. V. 
Nemytskit0% aquí es importante —incluso para ecuaciones más 
generales (no lineales) — que el área de la región G sea suficien- 
temente pequeña; en cambio su diámetro puede ser tan grande 
como se quiera. 


103 Se dice que la función w(sy»....x,) verifica la condición de Hól der 
con exponente à > 0 sobre el conjunto M, si existe una constante K tal que 
para cualesquiera dos puntos (Xy, ++.) Y (Yy -+++ 3n) del conjunto M se 
cumple la desigualdad t 


[Y Crn 


1) — W Cn e Wa) | S K (Y w 


10% Miranda, Equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico, Springer, 
1957, cap. 5. 


105 V, V. Nemytski, Colección mat. 41 (1934) 438 - 452. 
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O. A. Oleynik ha demostrado para una región cualquiera, si 
a < 0, y para regiones suficientemente pequeñas, en los demás 
casos, 'que las condiciones que deben exigirse de la frontera de la 
región para poder resolver el problema de Dirichlet, cualquiera 
que sea la función continua definida en la frontera, no dependen 
de si el problema se resuelve para la ecuación de Laplace O para 
fa ecuación (3,37). 


N, Bernstein demostró la existencia de la solución del pro- 
blema de Dirichlet para una clase muy amplía de ecuaciones 
elípticas no lineales. La discusión de éstos, asi como de otros 
resultados para ecuaciones elípticas no lineales, aparece en la re 
ista “Logros de las ciencias maten s", fascículo VIIJ, 1941 
(artículo de S. N. Bernstein e J. G. Petrovski, páginas 8-26) y en 
el libro de Miranda mencionado en la nota 104. En este libro se 
exponen los aspectos más importantes de la teoría de las ecuacio- 
nes elípticas lineales y no lineales de segundo orden y aparece una 
amplia bibliografía. 


3 


y 
Tor ok, " 


1 sistema de ecuaciones lineales 


ek En 


se llama elíptico en una región G, si el determinante 


| Alt y a) Aaaa ak 


306 O, A, OJeynik, Colección mat. 24 : 1 (1949), 1 - 14. 
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es diferente de cero para cualesquiera a, «==, an reales la suma 
de cuyos cuadrados es positiva y para cualesquiera tı, «=t, xn de 
la región G. Análogamente se define la clipticidad de un sistema 
no lineal en una proximidad de una de sus soluciones. 


Todas las soluciones suficientemente suaves (es decir, que 
tienen un número suficiente de derivadas continuas) de las ecua- 
ciones elípticas y de los sistemas elípticos de ecuaciones son 
analíticas, si los miembros izquierdos de estas ecuaciones son 
analíticos respecto a todos sus argumentos; suponemos que los 
miembros derechos de estas ecuaciones son iguales a cero.” 
S. N. Bernstein fue el primero en demostrarlo para ecuacion 
elípticas de segundo orden con dos variables independientes." 


4. Si la ecuación elíptica (3,37) homogénea (f = 0), con 
coeficientes suficientemente suaves, tiene en cierta región acotada 
G una solución única del primer problema de contorno cualquiera 
que sea la función continua definida en la frontera, se cumple ĉl 
teọrema sobre la sucesión de soluciones uniformemente conver- 
gente (análogo al primer teorema de Garnak): si la sucesión de 
soluciones converge uniformemente en la frontera de G, también 
converge uniformemente en toda la región G y lo hace, a una 
función que verifica la propia ecuación (3,37). 


5. Teorema de la sucesión de soluciones monótonas (análogo 
al segundo teorema de Garnak) : supongamos que la región acotada 
G es tal que cualquiera que sea la función continua, definida en 
su frontera, el problema de Dirichlet tiene una y sólo una solu- 
ción; entonces, si la sucesión Ua(x1, ===, £a) de soluciones de la 
ecuación homogénea (3,37) converge al menos en un punto de la 


107 I, G, Petrovski, Colección mat. 5 (47) : 1 (1939), 3 ~ 70. 
108 S, N. Bernstein, Math. Annalen, 59 (1904), 20 - 76, 
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región C y si en todos los puntos de esta región se tiene que 
Unsa (Fu 0001 Aa) > Halta +n; Fn), la sucesión Un(A o ors Fn) 
converge uniformemente en toda región G’ que junto con su 
frontera está dentro de G- 


6. Si en la ecuación (3,37) a = 0 y f = 0, toda solución de la 
ecuación (3,37) toma sus valores menores y mayores en la fron- 
tera de G. Si en la ecuación (3,37) a <0yf =10, toda solución 
de la ecuación (3,57), continua en una región cerrada y diferente 
de una constante, no puede tomar dentro de la región su mayor 
valor positivo o su menor valor negativo (véase la llamada 84). 


7. Las soluciones de la ecuación 


a 


tienen la propiedad de la media aritmética, si se consideran en 
un espacio de Riemann con métrica escogida convenientemente. 
Para estas ecuaciones se pueden construir soluciones análogas al 
potencial de punto y al potencial de simple o doble capá de la 
ecuación corriente de Laplace con dos variables independientes.!* 
Las llamadas soluciones fundamentales, análogas a estos poten- 
ciales, se han construido también para algunos sistemas elípticos.!" 


109 Véase, por ejemplo, D. Serrin, Matemática (traducciones), Lite- 
ratura extranjera, 2 : 6 (1958), 49 - 62. 


10 V, Feller, Logros de las ciencias mat, VIII (1941), 232 — 248. 


Mi E, E, Levi, Logros de las ciencias mat., VIII (1941), 249 - 292 
Y. B. Lopatinski, Revista mat. ucraniana 3, N° 1 (1951), 3-38, 
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8. El teorema de Liouville para funciones analíticas se cum- 
ple también para ciertas ecuaciones elípticas de segundo orden. 
S. N. Bernstein"? ha demostrado el siguiente teorema: toda 
solución acotada —que tiene derivadas parciales continuas de 
primer y segundo orden en todo el plano— de la ecuación 


ACA, Y, U, Ur, Uy, Urz, Ury, Uyy) Uss + 2B( ) tay + CC ) uyy = 


donde 4, B, C son funciones acotadas de sus argumentos y 
AC — B? > 0, es una constante. 


E, M. Landis ha gstudiado el comportamiento de las soluciones 
de las ecuaciones elípticas lineales de segundo orden en diferentes 
regiones infinitas ; en particular, se han demostrado teoremas aná 
logos al teorema de Fragmen-Lindelóf para funciones analíticas 21 


9. Si todas las funciones u; que verifican cierto sistema lineal 
homogéneo elíptico del tipo (2,3) con » variables, independientes 
y con coeficientes analíticos, nulan simultáneamente en cierta 
superficie analítica (1 — 1) — dimensional, junto con sus deri- 
vadas hasta el orden (n; — 1), las mismas son idénticamente 
nulas en toda la región donde verifican el sistema considerado. 


Esta afirmación se infiere, por ejemplo, como corolario del 
teorema de Holmgren sobre la unicidad de la solución del pro- 
blema de Cauchy pra sistemas lineales con coeficientes analíticos, 
ya que los sistemas elípticos no tienen caracteristicas reales. 


n2 S, N. Bernstein, Logros de las ciencias mat, VIII (1941), 
75 - 81. 


ns E, M. Landis, Actas de la AC de la URSS, 107, N? 4 (1956), 
508 - 511; Logros de las ciencias mat., 14 : 1 (85), 21 - 85. 
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La unicidad del problema de Cauchy se ha demostrado también 
para ecuaciones elípticas lineales y casilineales de segundo orden 
con coeficientes no analíticos suficientemente suaves. Además, 
una serie de resultados en esta dirección se han obtenido para 
ecuaciones lineales elípticas de órdenes superiores y para sistemas 
elípticos lineales" 


10. Si todos los coeficientes ay, as, a y f de la ecuación clip- 
tica (3,37) tienen, en cierta región finita G, derivadas hasta el 
orden k — 2 (donde k > 2) que verifican la condición de Hólder, 
entonces todas las soluciones de esta ecuación, dos veces deri- 
vables dentro de G, tienen, en cualquier región G” que junto con 
su frontera está dentro de G, derivadas hasta el orden $ que 
verifican la condición de Hólder. Una afirmación análoga se 
cumple para ecuaciones elípticas no lineales de segundo orden, 


La solución (xv, ==, Xn) del problema de Dirichlet para la 
ecuación (3,37) en la región G con la condición de contorno 
u = q en la frontera de G, tiene en la región cerrada G derivadas 
hasta el orden k que verifican la condición de Hólder siempre 
que: 1) la frontera de la región G se pueda representar, en la 
vecindad de cada uno de sus puntos, mediante las ecuaciones 
paramétricas z, = X1(E1, >>, Ena), +00, Fn = Falo 00 Ena), 
donde los miembros derechos tienen derivadas hasta el orden + 
que verifican la condición de Hólder; 2) la función de contorno 


a1 E, M, Landis, Actas de la AC de la URSS, 107, N° 5 (1956), 
640 - 643; Cordes, Nachrichten Akad. Wiss, Göttingen, N? 11 (1956), 
239 - 258; M. M. Lavrentiev, Actas de la AC de la URSS 112, N° 2 
(1957), 195 - 197. Véase también H ein z, Nachrichten Akad. Wiss, Göttin- 
gen, N? 1 (1955), 1 - 12. 


1s Calderon, American Journal of Mathematics, 80, N° 1 (1958), 
16 - 36; Hórmander, Mathematica Scandinavica, 7 (1959), 177 - 190. 
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e tenga derivadas hasta el orden k que verifiquen la condición de 
Hólder; 3) los coeficientes a;;, a, a, f tengan en G derivadas 
hasta el orden k — 2 que verifiquen la condición de Hólder. 

La demostración de estos resultados, que pertenecen a Hopf 
y Shauder, se puede encontrar en el libro de Miranda ya men- 
cionado, 


11. I. N. Vekua ha+estudiado para la ecuación 


on du du Qu 
+ $ + a(x, y) zt b(x, y) > + 


da "9 
+ clr, y)u = f(x, y) 


el problema de la existencia y unicidad de la solución que verifica 
en la frontera de la región G la condición 


a(s, ya + Bir, y) E + yle, y) = pla y), 


donde a, b, c, f, a, @, Y, y son funciones suficientemente suaves. 


Resulta que el número de condiciones que deben verificar las 
funciones f y ẹ para que este problema tenga solución y el número 
de soluciones linealmente independientes del correspondiente pro- 
blema homogéneo (f = 0, q = 0) dependen de un número entero 
n llamado índice del problema. El índice n del problema es 
igual al incremento que experimenta el argumento de la función 
a(x, y) —iB(x, y) 

2z 
dirección positiva, la curva que limita la región G. 


cuando el punto (x, y) recorre una vez, en 


Supongamos, para simplificar el enunciado, que la región G es 
simplemente conexa y que c = 0, y = 0. Entonces, si n > 0, el 
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problema señalado tiene solución cualesquiera que sean f y 9 y el 
número de soluciones linealmente independientes del correspon- 
diente problema homogéneo es igual a 2u + 2.0% Sim < 0, este 
problema tiene solución solamente para las f y q que verifiquen 
ciertas condiciones. El número de estas condiciones ‘es igual a 
—2n — 1. El problema homogénco tiene en este caso solamente 
tna solución. 


Se han considerado también problentas de contorno de tipo 
más general? 


12. Se ha investigado detalladamente el comportamiento de 
las soluciones de los principales problemas de contorno para 
ecuaciones elípticas, cuando tiende a cero un pequeño parámetro s 
de las derivadas de orden superior; y se ha obtenido la represen- 
tación'asintótica de estas soluciones en forma de series según las 
potencias de e. En varios casos al pasar àl limite se nos presenta 
vn nuevo problema de contorno para la ecuación con s = 0. 

Se han estudiado también problemas de contorno para ecua- 
ciones que son clípticas dentro de la región considerada y parabó- 
licas en una parte de su frontera (o en un subconjunto interior). 

Una discusión detallada de los resultados relacionados con 
estos problemas aparece en el artículo de N. 1, Vishik, A. D. 
Myshkis y O. A. Oleynik “Ecuaciones diferenciales en derivadas 
parciales” del libro “La matemática en la URSS durante 40 años”, 
tomo 1, Fizmatguiz, 1959, páginas 599-603. 


Ne Compárese con las condiciones que garantizan la existencia de solución 
del primer problema de contorno para la ecuación (3,37), expuestas en el 
punto 2 “del presente epígrafe. 


17 I, N. Vekua, Nuevos métodos de solución de ecuaciones elípticas, 
Gostiejizdat, 1948; 1. N. Vekua, Funciones analíticas generalizadas, Fiz- 
matguiz, 1959. 
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13. .Se llama solución generalizada de la ecuación elíptica 


AP... ¿(o eo ta) 


£n) (7,37) 


en la región G a una funci 
la identidad integral ($ 9) 


PJ LM (s) — fa] der... dan = 0 
pa 


<, £n) que verifica 


cualquiera que sea la función a(s, «>=, a) que tiene en G deri- 
vadas continuas hasta el orden m y que se anula en la vecindad de 
la frontera de G. Aquí 


w ax ai 


Mío) = > ir 5 E 
š 


k 


o Ranco +k, 


Resulta que toda solución generalizada de la ecuación elíptica 
(7,37) en la región G posee derivadas continuas hasta el orden m 
y verifica esta ecuación en el sentido corriente, si en la región G 


E r á R n 
la función f tiene derivadas continuas hasta el orden 2 [5] y 
los coeficientes 4%, que figuran en la ecuación (7,37) en 
las derivadas de orden 4 tienen derivadas continuas hasta el, orden 


+2 [2 7] 4=0, 1, 3 m) ns 


ns Véase Yon, Ondas planas y medias esféricas aplicadas a las ecua- 
ciones diferenciales en derivadas pai s, Literatura extranjera, 1958; 


454 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


Cuanto más suaves sean los coeficientes de la ecuación (7,37) 
más suave es la solución. En particular, si los coeficientes 
AL, y f tienen en la región G derivadas continuas de cual- 


quier daa, toda solución generalizada de la ecuación (7,37) 
también tiene derivadas de cualquier orden. 


Una ecuación diferencial en derivadas parciales se llama 
hipoelíptica si todas sus soluciones generalizadas tienen derivadas 
de cualquier orden. Es evidente que toda ecuación lineal elíptica 
con coeficientes infinitamente derivables, es hipoelíptica, Un 
ejemplo de una ecuación hipoelíptica, pero no elíptica, es la ecua- 
ción de la conducción del calor (véase el capítulo 4). Las con- 
diciones suficientes (que a la vez son necesarias para ecuaciones 
con coeficientes constantes) para que una ecuación sea hipoelíptica 
han sido encontradas por Hórmander.** 


14. De la misma forma que el problema de Dirichlet es ur 
problema de contorno típico para la ecuación de Laplace, el pro- 
blema de contorno típico para la ecuación “poliarmónica” 


> a? 2 ay 
A € (73 + RE -+ 26) u=0 


2 


es el problema que consiste en buscar la solución w de esta ecua- 
ción dentro de una región G por los valores que toma la función 
y sus derivadas normales hasta el orden m — 1 inclusive, en la 
frontera de G, Si m = 2 y n = 2, 3, a este problema se reducen 
importantes cuestiones de-la teoría de la elasticidad. La existencia 


aw Hórmander, Sobre la teoría de operadores diferenciales gene- 
ralizados en derivadas parciales, Literatura extranjera, 1959; Hórmanr 
dez, Comunications on pure and applied mathematics, 11 (1958), N° 1 
197 - 218. 
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y unicidad de la solución corriente de este problema se han de- 
mostrado suponiendo que la frontera de la región G y las funciones 
definidas en la misma son suficientemente suaves. Cuando m = 2 
y n = 2 es suficiente pedir que la región G esté limitada por un 
número finito de líneas cerradas cuyas coordenadas son funciones 
tres veces derivables de la longitud del arco y que las funciones 
definidas sobre estas líneas seari continuas junto con sus primeras 
derivadas respecto al arco. S. L. Soboliev ha demostrado la exis- 
tencia y unicidad de la solución generalizada de este problema con 
unas: hipótesis muy amplias respecto a la frontera de G; ha su- 
puesto que esta frontera consta de varios trozos de distinta dimen- 
sión. Resultó que en el trozo de dimensión n — r hay que dar los 


valores de u y de sus derivadas hasta el orden m — 15] —1. 


La solución de S. L. Soboliey es generalizada en el sentido 
de que la función u y sus derivadas no toman exactamente los 
valores dados en la frontera sino valores “medios”. (La definición 
exasta se puede encontrar en el libro de S. L. Soboliev “Algunas 
aplicaciones del análisis funcional a la física matemática”, 1950, 
páginas 111-113). 


15. Para cierta clase de sistemas elípticos lineales, que se 
llaman fuertemente clípticos, M. I. Vishik*% ha estudiado la 
posibilidad de resolver los problemas de contorno, análogos al 
primero y segundo problema de contorno para una «ecuación elip- 


120 M. I. Vishik, Colección mat. 29 (71) : 3, (1951), 615 - 676; 
Actas de la AC de la URSS 86, N° 4 (1952), 643 - 648. Véase también 
Gárding, Mathematica Scandinavica 1 (1953), 55 — 72; Browder, 
Annals öf Math. Studies 33 (1954), 15 — 51; O. V. Gúseva, Actas de la 
AC de la URSS 102, N? 6 (1955), 1069 — 1072; N irenberg, Commu- 
tications on pure and applied mathematics, 8, N° 4 (1955), 649 — 675, 
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tica de segundo orden. (Esta clase contiene, en particular, una 
ecuación lineal elíptica de tipo general (7,37) ). Resulta que, al 
igual que para la ecuación (3,37), o bien este problema tiene so- 
lución única cualesquiera que sean las condiciones de contorno 
y los miembros derechos del sisfema, o bien la solución no es 
única y para la existencia de una solución es necesario que se 
verifique un número finito de condiciones para las funciones de 
contorno y los miembros derechos. Se han encontrado las con- 
diciones suficientes que deben verificar los coeficientes del sis- 
tema para que existan y sean únicas las soluciones del primer y 
segundo problemas de contorno. Señalemos que, al igual que para 
la ecuación (3,37), para sistemas fuertemente elípticos siempre 
existe y es única la solución del primer problema de contorno en 
regiones suficientemente pequeñas. 


Como muestran los ejemplos construidos en 1948 por A. V. 
Bitzadze, el primer problema de contorno con condiciones homogé- 
neas de frontera puede tener, en el caso de un sistema elíptico con 
dos variables independientes, un conjunto infinito de soluciones 
linealmente independientes, en un círculo tan pequeño como se 
quiera. 1% Últimamente se ha obtenido una serie de resultados 
interesantes sobre la existencia y unicidad de las soluciones de 
los problemas de contorno, en el caso de sistemas elípticos lineales 
generales cón muchas variables independientes.12 


121 A. V. Bitzadze, Logros de las ciencias mat, 3 : 6(28) (1948), 
241 - 242, 


122 M. Shejter, Matemática (traducciones), Literatura extranjera, 
4 : 5 (1960), 93 ~ 122, 4 : 6 (1960), 3 - 21; Agmon, Dowglis, 
Niren berg, Communications on pure and applied mathematics, 12 (1959), 
N° 4, 623 - 727. À 
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dva, 
dr 


Integremos por partes la expresión para 


dv(P) 1 A 
Sg Sf ra Var 


Dp t9 


= =J/ [- 2 A) In r (4, P)] + 


Dp rp) 


+ P(A) In r (4. Py) dadb = 


tl 


— 5 J FA) In r (A, Pdo => 


Cp ep) 


-4 jj PLA) la Eea dsa, (23,35) 


bp wy 


donde C, (Po) es la circunferencia del circulo D, (P4) y la inte- 
gración se realiza en la dirección positiva, De lo visto anterior- 
mente se desprende que la última integral tiene derivadas parciales 
continuas de primer orden tan pequeñas como se quiera cuando 
PE D,(Po), siempre que p sca suficientemente pequeño, En 
cuanto a la primera integral del miembro derecho de (23,35), se 
puede derivar respecto a + e y tantas veces como se quiera en 
D,(Po), ya que-el punto P no pertenece a la linea de integración. 


Análogamente se estudia la expres Iy Con esto queda 


probada la existencia y continuidad de las segundas derivadas 
parciales de v¿(P) en D, (Po) y, por consiguiente, de v(P) en G. 
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Luego, si PE D,(Po) 


dv: 
dr? 


1 r—a 
== (0 Greta. 


A) 


donde 1, (P,p) tiende uniformemente a cero cuando p => 0 y 
PE D,(Po). Análogamente 
dva 
dy 


1 yb 
=z J 10 py e+uen 


ep wp 


Pasemos a coordenadas polares con centro en Poltu, Yo)» 
Entonces, en virtud de (22,35), 


OP), AP 
de = a tp 


1 Ha) 
=z J papp!” +0 d] + 
oey 


+ m(Po 2) + míPo p) = 
2x 
1 
= f f + e cos g yo + p sen o) (sen? q + 
è 


cos? q) de + m + m- 


La última expresión tiende a f(Pa) cuando p > 0, es decir, 
Av = f (Po). 
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Señalemos que se pueden exigir condiciones menos rígidas del 
miembro derecho de la ecuación (17,35). Sin embargo, no es 
suficiente pedir que f(P) sea continua y acotada en G, ya que 
la integral (18,35) puede`no tener derivadas parciales de segundo 
orden. En este sentido, I. I. Privalov introdujo el concepto de 
operador generalizado de Laplace que se define mediante la 
igualdad 


ACP) = lim $ [ f lA) dsa — eP) ]. 


Dp P 


Se puede probar que si ọ(P) tiene en G segundas derivadas par- 
ciales continuas, para PE G existe A*ọ(P) y es idéntico a Aọ(P). 
Al mismo tiempo, si f(P) es continua y acotada cn la región 
acotada G y si v(P) se determina mediante la fórmula (18,35). 
Atu(P) existe y 


Atv (P) =[(P). 


Observación. Todas las consideraciones de este epígrafe se 
extienden de modo natural al potencial (5,34) de una región 
cargada en el espacio tridimensional. Si se supone que la densidad 
p(4) es continua al igual que sus primeras derivadas y es aco- 
tada, entonces el propio potencial (Q) resulta ser continuo en 
todo punto. Este potencial es una función armónica fuera de la 
región cargada y verifica la ecuación de Poisson 


Au D'u du 


Pu o 
deta t aF E 


dentro de la región cargada. 
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$ 36. MÉTODO DE REDES PARA LA SOLUCIÓN 
APROXIMADA DEL PROBLEMA DE, DIRICHLET 


ca f una función continua definida en la frontera de una 
región finita G. Supongamos que existe una función u armónica 
dentro de G que en la frontera de G toma los valores 'dados f. 
Para buscar aproximadamente u, L. A. Lusternik propuso en 
1925% el siguiente método que expondremos para mayor claridad 
en el caso de una región bidimensional, aunque del mismo modo 
se puede aplicar para regiones con un mayor número de dimen- 
siones. En nuestra exposición, inicialmente, no haremos todas las 
demostraciones necesarias. Los aspectos no demostrados se seña- 
larán en letra cursiva, por ejemplo, ciertos teoremas. Éstos serán 
demostrados posteriormente, 


En el plano (r, y), donde está la región G, trazamos dos «fa- 
milias de rectas (red) paralelas a los ejes coordenados 


x=mh y y =0"h, 


9s Véase “Logros de las ciencias mat”, fascículo VITI (1941), 115 - 124. 
L. A, Lusternik no supuso la existencia de la solución del problema 
de Dirichlet, Mediante el método de redes demostró la existencia de la 
solución de este problema haciendo ciertas suposiciones respecto a la fron- 
tera de G. Pero su demostración no se extendía directamente a regiones 
de más de 2 dimensiones. 


La existencia de solución del problema de Dirichlet mediante el método 
de redes para la ecuación de Laplace, en el caso de cualquier múmero de 
variables independientes y para una clase amplia de regiones, se ha demos- 
trado en el trabajo I. G. Petrovski, “Logros de las ciencias mat”, 
fascículo VIII (1941), 161 - 170. 
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donde h es un número positivo y m,» toman valores enteros 
sucesivos de modo que toda la región G se cubre por cuadrados 
de lado hh. Los vértices de estos cuadrados se llamarán nodos o 
puntos nodales de la red construida. Nuestro objetivo es encon- 
trar los valores aproximados de œ en los nodos que están dentro 
de G. Estos valores aproximados los denotaremos mediante 1. 


Tomemos arbitrariamente & > 0 y designemos mediante T, 
la totalidad de cuadrados tales que al menos uno de sus vér 
está a una distancia no mayor que e de la frontera de G. En cada 
vértice, de cualquiera de los cuadrados de T., hacemos 1 igual 
al valor f en el punto de la frontera de G más próximo al vértice 
considerado, o en uno de estos puntos, si son varios. Si hi y 8 
son suficientemente pequeños, los valores u, encontrados de este 
modo en los nodos de T, difieren tan poco como se quiera de 
los valores que toma en estos puntos la función u. En efecto, 
la función igual a u dentro de G y a f en la frontera de G, es 
uniformemente continua en G y sus valores en dos puntos P, y 
P, de G se aproximan tanto como se quiera si la distancia PiP: 
es suficientemente pequeña. En lo que sigue siempre suponemos 
queh < e. 


es 


Los puntos de la región G que están dentro o en las fronteras 
de los cuadrados que no pertenecen a I, forman uno o varios 
polígonos M. Los nodos de la frontera de cada uno de estos 
polígonos pertenecen a I, y por eso los valores 1, en los mismos 
ya están definidos. Los valores de u, en los nodos que se en- 
cuentran dentro de estos polígonos, los definiremos como la 
solución de un sistema de ecuaciones lineales que tiene tantas 
de us faltan por encontrar, es decir, el 
número de ecuaciones es igual val número de nodos no pertence- 
cientes a I, que hay dentro de G. Este sistema de ecuaciones se 


ecuaciones cuantos valore: 
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obtiene del siguiente modo. Para un nodo interior (x, y) escri- 
bimos la ecuación 


m(x, y) = 

= ika +h y) daa —h, y) Etna y +h) Ha y —h) 
4 

o bien 


amar + hy) + tal — h, y) + 
+ inte y + h) + tx, y —h) — talr, y) =0. (1,36) 


Si alguno de los puntos (+ + %, y), (7 — h, y), (2,3 + A), 
(x, y — h) pertenece a T, el uy correspondiente se sustituye en 
la ecuación (1,36) por el valor, anteriormente hallado, de uz en 
este punto. Se puede' probar que el sistema de ecuaciónes (1,36) 
tiene siempre solución única (teorema 1) y que escogiendo sufi- 
cientemente pequeño primero e y después h, obtendremos valores 
u, que difieren tan poco como se quierd de los valores de la fun- 
ción u(x,y) en los puntos correspondientes (teorema 2) ; el valor 
de h necesario para ello depende de e. Es difícil aplicar los 
métodos corrientes del álgebra para resolver el sistema de ecua- 
ciones (1,36) si h es pequeño y el número de ecuaciones es, por 
consiguiente, grande. Pero para resolver aproximadamente el 
sistema (1,36) se puede emplear de un modo muy sencillo el 
método de las aproximaciones sucesivas (teorema 3). 


La ecuación (1,36) es la análoga, en diferencias finitas, a la 
ecuación diferencial de Laplace. En efecto, supongamos que en 
la región considerada G la función w tiene derivadas hasta el cuarto 
orden acotadas. Supongamos que los puntos (+ + h, y), 
(æ — h, y), (a, y + h), (a, y — h) y los segmentos de rectas 
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comprendidos entre el punto (x, y) y los anteriores están dentro 
de G. Entonces 


ula + h, y) = ufa, y) + ho y) + 


$ “ E uos 
pte A Es y) + i G, y, 


u(x — h, y) = u(x, y) — he (r, y) + 


i $ C 
+) — Ea + 3 Y, 
ula, y + h) = ul, y) + husir, y) + 


de j js a 
+3 9) + Gl) E (Y 


u(r, y — h) = ufa, y) — hu (a, y) + E w (x, y) — 


le ZA de pm j 
— E Mi) t r lT) 
6 “w 24 


Aqui x, x, y, y son números comprendidos entre x y 4 + h, 
«yxr—h yey+ h, ye y —h, respectivamente, Es evidente 
que 


ula +h, y) + ula —h, y) + ul, y +1) + u(x, y —h) — 
—du(x, y) = hè [u (2, y) +6, (2, 9)] + 


+ EMO, 1051, 
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donde M, es la cota superior de los valores |u“¿//] y ugu]. Por 
eso el miembro izquierdo de la ecua 


ulz + hy) + u(e—h, y) + ua, y +h) + ul y — h) —4u(x, y) 
P 


cs igual a uy + ups, si omitimos los términos del orden de h’. 


Teorema 1. El sistema de ccuaciones (1,36) siempre tiene 
solución única. 


Demostración. Escribamos este sistema de manera que en 
los miembros izquierdos de las ecuaciones queden solamente los 
valores ua en los nodos interiores"de los polígonos M y traslade- 
mos a los miembrós derechos los valores 1, en los nodos fronte- 
rizos de estos polígonos, es decir, en los puntos de T',. Recordemos 
que estos últimos han sido determinados; por lo tanto, los miem- 
bros derechos de estas ecuaciones son valores conocidos. Supon- 
gamos que nuestro sistema toma la forma 


(2,36) 


donde N es el número de nodos interiores de los polígonos M. 
Hemos numerado todos los nodos interiores de los polígonos y el 
valor ma en el j-ésimo nodo lo hemos denotado uj. Los miembros 
derechos en (2,36) son combinaciones lineales de los valores ua 
en los nodos que pertenecen a la frontera de los polígonos M. 


Como se sabe del curso de álgebra superior, para demostrar 
que el sistema (2,36) tiene solución única cualesquiera que sean 
fu es suficiente probar que el correspondiente sistema homogéneo 


ECUACIONES ELÍPTICAS 435 


tiene solamente solución trivial. Realizaremos la demostración 
suponiendo lo contrario, es decir, suponiendo que el sistema 
x 


` am =0 (i=1,2, ..., N) (3,36) 

Fr 
tiene solución no trivial. Denotemos por B el mayor de los nú. 
meros |u;| (j= 1, ..., N), que según la suposición es mayor que 
cero. Sin perder generalidad podemos -suponer que B es igual a 
uno de los uj, ya que el caso en que -B es igual a uno de los 4; 
se reduce al anterior cambiando los signos de todos los uz Su- 
pongamos que B es igual a uj. Pero uj, es igual a la media 
aritmética de los valores 1, en los cuatro nodos vecinos; por eso 
t; es igual a B en cada uno de estos nodos (si los valores 14, en 
los puntos vecinos de jo no pueden ser mayores que B, tampoco 
pueden ser menores que B); los nodos vecinos del nodo (x, y) 
son los puntos (+ -+ h, y), (¥ — h, y), (2, y + h), (2, y — h). 
Aplicando este razonamiento a cada uno de los nodos vecinos al 
nodo jo-Ésimo, encontraremos que 1, es igual a B en los nodos 
vecinos a aquéllos. Continuando de este modo, obtendremos que 
uy = B en todos los nodos que pertenecen a la frontera de un 
cierto poligono M y son vecinos a un mismo punto interior P de 
este polígono. Pero esto está en contradicción con el hecho de que 
los miembros «derechos f; de todas las ecuaciones (3,36) son 
iguales a cero. En efecto, los f; son combinaciones lineales de 
los valores un en los puntos de I, con coeficientes iguales a —1; 
esto se ve fácilmente si comparamos las fórmulas (2,36) y (1,36). 
Por eso todos los f; no pueden ser cero, si u, en todos los puntos 
de T, vecinos a P es igual a B > 0. 


Teorema 2. Si u(x, y) es la solución exacta del problema 
de Dirichlet y u, es la solución del sistema (1,36) escogiendo 
8 > O suficientemente pequeño y disminuyendo posteriormente h, 
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podemos obtener unos ua que difieran tan poco como se quiera 
de los valores de u(x, y) en los puntos correspondientes, 


Demostración. Probemos que lu» — u| < è en todos los 
nodos de la red si le es suficientemente pequeño. Para ello tome- 
mos el origen de coordenadas dentro de G. Escojamos s tan 
pequeño que max |u, — u| en los puntos de P, sea menor que 3/2 
y consideremos la función awiiar oa definida vuante la fór- 
mula 


Y = t n (D — e — y) — + 


Aquí D es el diámetro de la región G, es decir, fa cota superior 
de las distancias entre sus puntos, 


Es evidente que en los nodos pertenecientes a D, se tiene 

3 
Y < 0, ya que en esos puntos [un — u| < z7Y Drepy. 
Probemos que v < O y, por consiguiente, 14 — u < 3 en todos 
los nodos pertenecientes a M, si h es suficientemente pequeño. 


Para ello apliquenios a la función 7 el operador A» que a la 
función g(x, y) le asigna la función 


er +h, y) or hy) + yth) + 
+ olr y — h) — 4 (a, y). 
Es evidente que 


Aroa = Anta — An + 25 A 


Pero 


Am =0: Arlt + 91) = 44; 
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dondé M; es la cota superior de | %5 | y | 42% | en los polígonos 
M. Por eso 


, P 
da > Ye En 5 YE (4,36) 


y si h es suficientemente pequeño 

Ama > 0. (5,36) 
Pero ahora es fácil ver que 2) no puede tomar su mayor valor 
dentro de uno de los polígonos M. De aquí se desprende que 
U < 0 en todos los puntos interiores de. los poligonos M, ya que 
es negativa en la frontera de estos polígonos. 


Considerando la función 
2 


-z (T 


Th = U ~- la 


probaremos de modo análogo que 4 — n, < 3. Comparando am- 
bos resultados, obtenemos que | u — ua | < 3, si h es suficiente- 
mente pequeño, que es lo que se queria demostrar, 


Observación. Si ta solución exacta u(x, y) del problema de 
Dirichlet tiene en G derivadas acotadas hasta el cuarto orden in- 
elusive, entonces la constante My en el miembro derecho de (4,36) 
se puede considerar independiente de e. Por eso el valor sufi- 
cientemente pequeño de h, que garantiza (5,36) también se puede 
escoger independiente de e. Y en este caso, se pueden simpli- 
ficar las consideraciones hechas tomando como Mel conjunto 
de todos los cuadrados de lado % contenidos junto con su frontera 
dentro de G. 

Hasta aquí nos cra totalmente indiferente la numeración de 
los nodos que se encuentran dentro de los polígonos M. Ahora 
será importante convenir en el siguiente orden de numeración. 
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El primer nodo debe obligatoriamente tener entre sus -puntos 
vecinos un punto que pertenezca a la frontera de uno de estos 
polígonos (recordemos que el nodo vecino al punto (x, y) es uno 
de los puntos (x + h, y), (4 — h, y), (2,3 +h), (7, y — h) ). 
El segundo nodo debe tener entre sus nodos vecinos o un punto 
de ta frontera de uno de los poligonos M o el primer nodo, etc. 
Si nos atenemos a esta numeración de los nodos, el sistema de 
ecuaciones (1,36) se puede resolver aproximadamente del siguente 
modo. Tomemos arbitrariamente los valores ti, te, -:-, y. De- 
signemos estos valores mediante #{® y llamémoslos aproximación 
cero a la solución del sistema (1,36). Para describir cómo se 
buscan las aproximaciones sucesivas, es cómodo imaginarse que 
todos los w{® se han anotado en los nodos correspondientes de ia 
red. Entonces, para obtener la siguiente —primera— aproxima- 
ción, borramos en el primer nodo el valor w{® y escribimos el 
valór 1490 que es igual a la media aritmética de los valores u 
en los cuatro nodos vecinos al primer nodo. Después borramos el 
valor 14” escrito:en el segundo nodo y lo sustituimos por uf? que 
es igual a la media aritmética de los valores escritos en los cuatro 
nodos vecinos (en uno de éstos puede aparecer el valor (>), etc. 
Recorriendo así todos los nodos interiores obtendremos los valores 
u (k 1, «+ N). Los valores de la segunda aproximación 
u (k = 1, ..., N) se obtienen de uf"? del mismo modo que 
éstos se han obtenido de u{®. Análogamente encontramos “p , 
uo, ..., eto 


"mu 


Teorema 3. Cuando n > œ, para toda k (k = 1,2, ..., N) 


uP > 1, 


donde uy es la solución exatca del sistema (1,36) . 
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Demostración. Pongamos 
id gi 
ul la = uf”, 
Queremos probar que 2? ——> 0 (k = 1,2, .., N): Para 
.>w 
ello observemos primeramente que los p/**% se obtienen de y” 
(k = 1,2, ..., N) del mismo modo que los uf”*" se obtienen 
de uf” a saber: ve es la media aritmética de los valores v 
en los cuatro nodos vecinoos al k-ésimo nodo; si uno de estos 


nodos está sobre la frontera del polígono, en el mismo se toma 
v igual a O, Por eso, si 


max { |v], [90 1, lp 1) =4, 


entonces 


E 
`q 


J] s Ža, 


ya que uno de los puntos vecinos al primer nodo es un nodo de 
la frontera. Análogamente ericontramos 
A, 
2) 


peis (13) a 19] <( 


EN < (1-5)4=x además a < 1. 


Del mismo modo obtenemos que para todo n y k 
¡| <a (e E — ) (6,36) 


de donde se sigue que 2/" > 0, cuando 1 > co. 


Teóricamente esta relación se cumple cualquiera que sea la 
solución inicial. Pero en la práctica, para obtener rápidamente 


440 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


buenas aproximaciones a la solución exacta del sistema (1,36), 
conviene tomar como aproximación cero números que, es de espe- 
rar, no difieran mucho de la solución exacta del problema de 
Dirichlet. El proceso de aproximaciones sucesivas suele interrum- 
pirse para los valores de » en que los 1% no varian considerable- 
mente con el aumento de n, Estos 4/% se toman como la solución 
aproximada del sistema (1,36). 

Si para cierto h se obtienen varios polígonos M, el sistema 
(1,36) se separa en varios sistemas independientes cada uno de 
los cuales corresponde a uno de estos polígorios. Cada sistema 
se resuelve independientemente del ótro. 

Nosotros pretendíamos probar solamente que las aproximacio- 
nes sucesivas ul” convergen. La estimación obtenida (6,36) de 
la velocidad de convergencia del proceso, es muy grosera. Se 
puede demostrar que de hecho el proceso indicado converge mu- 
cho más rápidamente, 

Conviene subrayar que las aproximaciones sucesivas u{™ „ ob- 
tenidas por el método sencillo arriba señalado, convergen a la 
solución exacta vx del sistema (1,36) bastante lentamente aun 
siendo el número N de nodos muy grande. Existen diferentes 
procedimientos que permiten acelerar la convergencia” de las 
aproximaciones sucesivas indicadas a la solución exacta; asi como . 
existen también otros métodos de. resolver aproximadamente el 
sistema (1,36) que conducen más rápidamente al resultado. 


$ 37. RESEÑA DE ALGUNOS RESULTADOS PARA 
ECUACIONES ELÍPTICAS DE TIPO GENERAL 


1. El problema de Dirichlet para la ecuación de Laplace en 
el caso de dos variables independientes tiene solución para cual- 
quier región simplemente conexa, si la función definida en la 
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frontera es continua. Para una región simplemente conexa tridi- 
mensional el problema de Dirichlet no siempre tiene solución. En 
el caso de una región tridimensional será regular todo punto P 
de la frontera que se pueda tocar con el vértice del cono K que 
se obtiene al girar la curva 


=fr) =, 


alrededor del eje xı; aqui k es un número positivo cualquiera. 
Más exactamente esta condición se expresa así: en el espacio 
(+1, Xa, X4), donde se encuentra la región G, se pueden escoger 
los ejes de coordenadas con origen en el punto P de modo que 
todos los puntos que están dentro del cono K y tienen abscisas x, 
no mayores de cierto número positivo y, se encuentran fuera de 
la región G. Por otro lado, Lebesque* e independientemente 
P. S. Uryson*"" demostraron que P no será punto regular de la 
frontera de la región G, si existe una vecindad Up tal que esco- 
giendo convenientemente los ejes coordenados todos los puntos de 
esta vecindad que no pertenecen a G no salen del cono formado 
por la revolución alrededor del eje v, de la curva 


A, 7 >0. 


n= 
Este razonamiento es válido si sustituimos esta curva por la curva 


E = F(x) = ecl hajite = y janje, 


donde s es cualquier número po: 


9 Lebesque, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 24 


(1907), 371 = 402. 
10 P, S. Uryson, Math. 


(1925), 153 - 158. 
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En el caso n-dimensional (n > 3) en lugar de f(+,) debe 
tomarse la función 
s: 


. (1,37) 


[da «| 
y en lugar de F(+1) la función 


e 


> (2,37) 


|in s| 


donde e es un número positivo cualquiera. Las ccuaciones de los 
conos correspondientes se obtienen igualando las expresiones 
(1,37), o (2,37) a VER «+ ai, 

Una condición necesaria y Suficiente. para que el punto sea 
regular ha sido señalada por Wiener. 

Se ha estudiado el problema de la estabilidad de la solución 
del problema de Dirichlet para la ecuación de Laplace respecto a 
la variación de la frontera de la región. Sea Gi, Ga, ..., Gm © 
una sucesión de regiones convergente a la región G y tal que cada 
región contiene la región cerrada G; sea ọ(P) una función arbi- 
traria continua en todo el espacio. Designemos mediante un(P) 
una función armónica en Cn, que en la frontera de Gn toma los 
valores g(P) (n= 1, 2, +). El problema de Dirichlet se llama 
estable dentro de la región G, si la sucesión [un(P)) converge, 
cuando 1 > co, en cada punto de G a la solución generalizada 
(en el sentido del 3 del $ 31) del problema de Dirichlet corres- 
pondiente a la condición de contorno w = ¿(P) sobre la frontera 
de G. 


101 Véase M, V. Keldysh, Logros de las ciencias mat, fascículo VIII 
(1941), 171 - 232. 
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Una condición 'necesaria y suficiente para la estabilidad del 
problema de Dirichlet dentro de la región ha sido señalada por 
M. V. Keldysh y M. A. Lavrientiev. Se ha construido un ejemplo 
de una región simplemente conexa del espacio tridimensional de 
modo que el correspondiente problema de Dirichlet tiene solución 
para cualquier función de contorno continua, pero no es estable 
dentro de la región considerada. 


2. La posibilidad de resolver el primer problema de contorno 
para una ecuación lineal elíptica con coeficientes variables 


z du 
tersa) EE Y ass seer Ln) EYA + 


EEI 


Falta An) = f (2i -oas £n), (3,37) 


donde la forma cuadrática D alti ..., 2a),0 6, es positi- 


i 
vamente definida para cualesquiera x,, +», aw de la región con- 
siderada, depende de modo esencial del signo del coeficiente 
a(i, ++», Xn). Si este coeficiente toma valores positivos, entonces 
— incluso en el caso de coeficientes constantes— el primer pro- 
blema de contorno para la ecuación (3,37) puede no tener solución 
única, si la región G es suficientemente grande. 

Asi, por ejemplo, la ecuación 


du, u 
a + a +24 =0 4,37. 
an t z t (4,37) 


102 Véase la llamada 101. 
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tiene solución to = sen kx sen ky que se anula en la frontera 
del cuadrado Q de lados 


Por otro lado, es fácil probar que si la ecuación (4,37) tiene, 
en una región G de frontera F seccionalmente suave, una solución 
us que se anula en T y tiene primeras derivadas seccionalmente 
continuas en G + I, entonces cualquier otra solución suficiente- 
mente suave de la ccuación (4,37) debe verificar, en la frontera 
de la región, la relación 


ito 
Qno uds = 0. (5,37) 
1 da 


La relación (5,37) se obtiene si se realiza la integración por 
partes en el miembro izquierdo de la igualdad 


de modo que desaparezcan las derivadas respecto a y e y de u en 
las integrales que se refieren a la región G. Por eso el primer 
problema de contorno para la ecuación (4,37), cuando la región G 
es un cuadrado, no puede tener una solución suave, si la función 
dada en la frontera no verifica la relación (5,37). 


Se puede probar que en el caso de la ecuación (3,37), o bien 
el primer problema de contorno tiene solución única cualquiera 
que sea la función continua definida en la frontera de la región G 
y cualquiera que sea el miembro derecho f, o bien el problema 
tiene solución solamente para aquellas funciones de contormo y 
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aquellos miembros derechos f que verifican un número finito de 
condiciones, y la solución del problema no es única. 


En general, al resolver el primer problema de contorno para 
la: ecuación elíptica (3,37) el caso en que el coeficiente a es en 
todo punto < O difiere de modo esencial del caso en que ese 
coeficiente es positivo en algunos puntos. En el primer caso, el 
problema tiene solución única cualquiera que sca la función conti- 
nua definida en la frontera de la región G siempre que: 1) la 
frontera de la región G sea'suficientemente regular, 2) los cocfi- 
cientes aij, as, a y la función f verifiquen la condición de Hólder"o 
en la región G.19 Pero si el coeficiente 'a toma en algunos puntos 
de la región considerada valores positivos, para garantizar la 
existencia y unicidad de la solución es suficiente exigir que la 
región G sea suficientemente pequeña. Como ha señalado V. V. 
Nemytskit0% aquí es importante —incluso para ecuaciones más 
generales (no lineales) — que el área de la región G sea suficien- 
temente pequeña; en cambio su diámetro puede ser tan grande 
como se quiera. 


103 Se dice que la función w(sy»....x,) verifica la condición de Hól der 
con exponente à > 0 sobre el conjunto M, si existe una constante K tal que 
para cualesquiera dos puntos (Xy, ++.) Y (Yy -+++ 3n) del conjunto M se 
cumple la desigualdad t 


[Y Crn 


1) — W Cn e Wa) | S K (Y w 


10% Miranda, Equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico, Springer, 
1957, cap. 5. 


105 V, V. Nemytski, Colección mat. 41 (1934) 438 - 452. 
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O. A. Oleynik ha demostrado para una región cualquiera, si 
a < 0, y para regiones suficientemente pequeñas, en los demás 
casos, 'que las condiciones que deben exigirse de la frontera de la 
región para poder resolver el problema de Dirichlet, cualquiera 
que sea la función continua definida en la frontera, no dependen 
de si el problema se resuelve para la ecuación de Laplace O para 
fa ecuación (3,37). 


N, Bernstein demostró la existencia de la solución del pro- 
blema de Dirichlet para una clase muy amplía de ecuaciones 
elípticas no lineales. La discusión de éstos, asi como de otros 
resultados para ecuaciones elípticas no lineales, aparece en la re 
ista “Logros de las ciencias maten s", fascículo VIIJ, 1941 
(artículo de S. N. Bernstein e J. G. Petrovski, páginas 8-26) y en 
el libro de Miranda mencionado en la nota 104. En este libro se 
exponen los aspectos más importantes de la teoría de las ecuacio- 
nes elípticas lineales y no lineales de segundo orden y aparece una 
amplia bibliografía. 


3 


y 
Tor ok, " 


1 sistema de ecuaciones lineales 


ek En 


se llama elíptico en una región G, si el determinante 


| Alt y a) Aaaa ak 


306 O, A, OJeynik, Colección mat. 24 : 1 (1949), 1 - 14. 
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es diferente de cero para cualesquiera a, «==, an reales la suma 
de cuyos cuadrados es positiva y para cualesquiera tı, «=t, xn de 
la región G. Análogamente se define la clipticidad de un sistema 
no lineal en una proximidad de una de sus soluciones. 


Todas las soluciones suficientemente suaves (es decir, que 
tienen un número suficiente de derivadas continuas) de las ecua- 
ciones elípticas y de los sistemas elípticos de ecuaciones son 
analíticas, si los miembros izquierdos de estas ecuaciones son 
analíticos respecto a todos sus argumentos; suponemos que los 
miembros derechos de estas ecuaciones son iguales a cero.” 
S. N. Bernstein fue el primero en demostrarlo para ecuacion 
elípticas de segundo orden con dos variables independientes." 


4. Si la ecuación elíptica (3,37) homogénea (f = 0), con 
coeficientes suficientemente suaves, tiene en cierta región acotada 
G una solución única del primer problema de contorno cualquiera 
que sea la función continua definida en la frontera, se cumple ĉl 
teọrema sobre la sucesión de soluciones uniformemente conver- 
gente (análogo al primer teorema de Garnak): si la sucesión de 
soluciones converge uniformemente en la frontera de G, también 
converge uniformemente en toda la región G y lo hace, a una 
función que verifica la propia ecuación (3,37). 


5. Teorema de la sucesión de soluciones monótonas (análogo 
al segundo teorema de Garnak) : supongamos que la región acotada 
G es tal que cualquiera que sea la función continua, definida en 
su frontera, el problema de Dirichlet tiene una y sólo una solu- 
ción; entonces, si la sucesión Ua(x1, ===, £a) de soluciones de la 
ecuación homogénea (3,37) converge al menos en un punto de la 


107 I, G, Petrovski, Colección mat. 5 (47) : 1 (1939), 3 ~ 70. 
108 S, N. Bernstein, Math. Annalen, 59 (1904), 20 - 76, 
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región C y si en todos los puntos de esta región se tiene que 
Unsa (Fu 0001 Aa) > Halta +n; Fn), la sucesión Un(A o ors Fn) 
converge uniformemente en toda región G’ que junto con su 
frontera está dentro de G- 


6. Si en la ecuación (3,37) a = 0 y f = 0, toda solución de la 
ecuación (3,37) toma sus valores menores y mayores en la fron- 
tera de G. Si en la ecuación (3,37) a <0yf =10, toda solución 
de la ecuación (3,57), continua en una región cerrada y diferente 
de una constante, no puede tomar dentro de la región su mayor 
valor positivo o su menor valor negativo (véase la llamada 84). 


7. Las soluciones de la ecuación 


a 


tienen la propiedad de la media aritmética, si se consideran en 
un espacio de Riemann con métrica escogida convenientemente. 
Para estas ecuaciones se pueden construir soluciones análogas al 
potencial de punto y al potencial de simple o doble capá de la 
ecuación corriente de Laplace con dos variables independientes.!* 
Las llamadas soluciones fundamentales, análogas a estos poten- 
ciales, se han construido también para algunos sistemas elípticos.!" 


109 Véase, por ejemplo, D. Serrin, Matemática (traducciones), Lite- 
ratura extranjera, 2 : 6 (1958), 49 - 62. 


10 V, Feller, Logros de las ciencias mat, VIII (1941), 232 — 248. 


Mi E, E, Levi, Logros de las ciencias mat., VIII (1941), 249 - 292 
Y. B. Lopatinski, Revista mat. ucraniana 3, N° 1 (1951), 3-38, 
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8. El teorema de Liouville para funciones analíticas se cum- 
ple también para ciertas ecuaciones elípticas de segundo orden. 
S. N. Bernstein"? ha demostrado el siguiente teorema: toda 
solución acotada —que tiene derivadas parciales continuas de 
primer y segundo orden en todo el plano— de la ecuación 


ACA, Y, U, Ur, Uy, Urz, Ury, Uyy) Uss + 2B( ) tay + CC ) uyy = 


donde 4, B, C son funciones acotadas de sus argumentos y 
AC — B? > 0, es una constante. 


E, M. Landis ha gstudiado el comportamiento de las soluciones 
de las ecuaciones elípticas lineales de segundo orden en diferentes 
regiones infinitas ; en particular, se han demostrado teoremas aná 
logos al teorema de Fragmen-Lindelóf para funciones analíticas 21 


9. Si todas las funciones u; que verifican cierto sistema lineal 
homogéneo elíptico del tipo (2,3) con » variables, independientes 
y con coeficientes analíticos, nulan simultáneamente en cierta 
superficie analítica (1 — 1) — dimensional, junto con sus deri- 
vadas hasta el orden (n; — 1), las mismas son idénticamente 
nulas en toda la región donde verifican el sistema considerado. 


Esta afirmación se infiere, por ejemplo, como corolario del 
teorema de Holmgren sobre la unicidad de la solución del pro- 
blema de Cauchy pra sistemas lineales con coeficientes analíticos, 
ya que los sistemas elípticos no tienen caracteristicas reales. 


n2 S, N. Bernstein, Logros de las ciencias mat, VIII (1941), 
75 - 81. 


ns E, M. Landis, Actas de la AC de la URSS, 107, N? 4 (1956), 
508 - 511; Logros de las ciencias mat., 14 : 1 (85), 21 - 85. 
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La unicidad del problema de Cauchy se ha demostrado también 
para ecuaciones elípticas lineales y casilineales de segundo orden 
con coeficientes no analíticos suficientemente suaves. Además, 
una serie de resultados en esta dirección se han obtenido para 
ecuaciones lineales elípticas de órdenes superiores y para sistemas 
elípticos lineales" 


10. Si todos los coeficientes ay, as, a y f de la ecuación clip- 
tica (3,37) tienen, en cierta región finita G, derivadas hasta el 
orden k — 2 (donde k > 2) que verifican la condición de Hólder, 
entonces todas las soluciones de esta ecuación, dos veces deri- 
vables dentro de G, tienen, en cualquier región G” que junto con 
su frontera está dentro de G, derivadas hasta el orden $ que 
verifican la condición de Hólder. Una afirmación análoga se 
cumple para ecuaciones elípticas no lineales de segundo orden, 


La solución (xv, ==, Xn) del problema de Dirichlet para la 
ecuación (3,37) en la región G con la condición de contorno 
u = q en la frontera de G, tiene en la región cerrada G derivadas 
hasta el orden k que verifican la condición de Hólder siempre 
que: 1) la frontera de la región G se pueda representar, en la 
vecindad de cada uno de sus puntos, mediante las ecuaciones 
paramétricas z, = X1(E1, >>, Ena), +00, Fn = Falo 00 Ena), 
donde los miembros derechos tienen derivadas hasta el orden + 
que verifican la condición de Hólder; 2) la función de contorno 


a1 E, M, Landis, Actas de la AC de la URSS, 107, N° 5 (1956), 
640 - 643; Cordes, Nachrichten Akad. Wiss, Göttingen, N? 11 (1956), 
239 - 258; M. M. Lavrentiev, Actas de la AC de la URSS 112, N° 2 
(1957), 195 - 197. Véase también H ein z, Nachrichten Akad. Wiss, Göttin- 
gen, N? 1 (1955), 1 - 12. 


1s Calderon, American Journal of Mathematics, 80, N° 1 (1958), 
16 - 36; Hórmander, Mathematica Scandinavica, 7 (1959), 177 - 190. 
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e tenga derivadas hasta el orden k que verifiquen la condición de 
Hólder; 3) los coeficientes a;;, a, a, f tengan en G derivadas 
hasta el orden k — 2 que verifiquen la condición de Hólder. 

La demostración de estos resultados, que pertenecen a Hopf 
y Shauder, se puede encontrar en el libro de Miranda ya men- 
cionado, 


11. I. N. Vekua ha+estudiado para la ecuación 


on du du Qu 
+ $ + a(x, y) zt b(x, y) > + 


da "9 
+ clr, y)u = f(x, y) 


el problema de la existencia y unicidad de la solución que verifica 
en la frontera de la región G la condición 


a(s, ya + Bir, y) E + yle, y) = pla y), 


donde a, b, c, f, a, @, Y, y son funciones suficientemente suaves. 


Resulta que el número de condiciones que deben verificar las 
funciones f y ẹ para que este problema tenga solución y el número 
de soluciones linealmente independientes del correspondiente pro- 
blema homogéneo (f = 0, q = 0) dependen de un número entero 
n llamado índice del problema. El índice n del problema es 
igual al incremento que experimenta el argumento de la función 
a(x, y) —iB(x, y) 

2z 
dirección positiva, la curva que limita la región G. 


cuando el punto (x, y) recorre una vez, en 


Supongamos, para simplificar el enunciado, que la región G es 
simplemente conexa y que c = 0, y = 0. Entonces, si n > 0, el 


452 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


problema señalado tiene solución cualesquiera que sean f y 9 y el 
número de soluciones linealmente independientes del correspon- 
diente problema homogéneo es igual a 2u + 2.0% Sim < 0, este 
problema tiene solución solamente para las f y q que verifiquen 
ciertas condiciones. El número de estas condiciones ‘es igual a 
—2n — 1. El problema homogénco tiene en este caso solamente 
tna solución. 


Se han considerado también problentas de contorno de tipo 
más general? 


12. Se ha investigado detalladamente el comportamiento de 
las soluciones de los principales problemas de contorno para 
ecuaciones elípticas, cuando tiende a cero un pequeño parámetro s 
de las derivadas de orden superior; y se ha obtenido la represen- 
tación'asintótica de estas soluciones en forma de series según las 
potencias de e. En varios casos al pasar àl limite se nos presenta 
vn nuevo problema de contorno para la ecuación con s = 0. 

Se han estudiado también problemas de contorno para ecua- 
ciones que son clípticas dentro de la región considerada y parabó- 
licas en una parte de su frontera (o en un subconjunto interior). 

Una discusión detallada de los resultados relacionados con 
estos problemas aparece en el artículo de N. 1, Vishik, A. D. 
Myshkis y O. A. Oleynik “Ecuaciones diferenciales en derivadas 
parciales” del libro “La matemática en la URSS durante 40 años”, 
tomo 1, Fizmatguiz, 1959, páginas 599-603. 


Ne Compárese con las condiciones que garantizan la existencia de solución 
del primer problema de contorno para la ecuación (3,37), expuestas en el 
punto 2 “del presente epígrafe. 


17 I, N. Vekua, Nuevos métodos de solución de ecuaciones elípticas, 
Gostiejizdat, 1948; 1. N. Vekua, Funciones analíticas generalizadas, Fiz- 
matguiz, 1959. 
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13. .Se llama solución generalizada de la ecuación elíptica 


AP... ¿(o eo ta) 


£n) (7,37) 


en la región G a una funci 
la identidad integral ($ 9) 


PJ LM (s) — fa] der... dan = 0 
pa 


<, £n) que verifica 


cualquiera que sea la función a(s, «>=, a) que tiene en G deri- 
vadas continuas hasta el orden m y que se anula en la vecindad de 
la frontera de G. Aquí 


w ax ai 


Mío) = > ir 5 E 
š 


k 


o Ranco +k, 


Resulta que toda solución generalizada de la ecuación elíptica 
(7,37) en la región G posee derivadas continuas hasta el orden m 
y verifica esta ecuación en el sentido corriente, si en la región G 


E r á R n 
la función f tiene derivadas continuas hasta el orden 2 [5] y 
los coeficientes 4%, que figuran en la ecuación (7,37) en 
las derivadas de orden 4 tienen derivadas continuas hasta el, orden 


+2 [2 7] 4=0, 1, 3 m) ns 


ns Véase Yon, Ondas planas y medias esféricas aplicadas a las ecua- 
ciones diferenciales en derivadas pai s, Literatura extranjera, 1958; 
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Cuanto más suaves sean los coeficientes de la ecuación (7,37) 
más suave es la solución. En particular, si los coeficientes 
AL, y f tienen en la región G derivadas continuas de cual- 


quier daa, toda solución generalizada de la ecuación (7,37) 
también tiene derivadas de cualquier orden. 


Una ecuación diferencial en derivadas parciales se llama 
hipoelíptica si todas sus soluciones generalizadas tienen derivadas 
de cualquier orden. Es evidente que toda ecuación lineal elíptica 
con coeficientes infinitamente derivables, es hipoelíptica, Un 
ejemplo de una ecuación hipoelíptica, pero no elíptica, es la ecua- 
ción de la conducción del calor (véase el capítulo 4). Las con- 
diciones suficientes (que a la vez son necesarias para ecuaciones 
con coeficientes constantes) para que una ecuación sea hipoelíptica 
han sido encontradas por Hórmander.** 


14. De la misma forma que el problema de Dirichlet es ur 
problema de contorno típico para la ecuación de Laplace, el pro- 
blema de contorno típico para la ecuación “poliarmónica” 


> a? 2 ay 
A € (73 + RE -+ 26) u=0 


2 


es el problema que consiste en buscar la solución w de esta ecua- 
ción dentro de una región G por los valores que toma la función 
y sus derivadas normales hasta el orden m — 1 inclusive, en la 
frontera de G, Si m = 2 y n = 2, 3, a este problema se reducen 
importantes cuestiones de-la teoría de la elasticidad. La existencia 


aw Hórmander, Sobre la teoría de operadores diferenciales gene- 
ralizados en derivadas parciales, Literatura extranjera, 1959; Hórmanr 
dez, Comunications on pure and applied mathematics, 11 (1958), N° 1 
197 - 218. 
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y unicidad de la solución corriente de este problema se han de- 
mostrado suponiendo que la frontera de la región G y las funciones 
definidas en la misma son suficientemente suaves. Cuando m = 2 
y n = 2 es suficiente pedir que la región G esté limitada por un 
número finito de líneas cerradas cuyas coordenadas son funciones 
tres veces derivables de la longitud del arco y que las funciones 
definidas sobre estas líneas seari continuas junto con sus primeras 
derivadas respecto al arco. S. L. Soboliev ha demostrado la exis- 
tencia y unicidad de la solución generalizada de este problema con 
unas: hipótesis muy amplias respecto a la frontera de G; ha su- 
puesto que esta frontera consta de varios trozos de distinta dimen- 
sión. Resultó que en el trozo de dimensión n — r hay que dar los 


valores de u y de sus derivadas hasta el orden m — 15] —1. 


La solución de S. L. Soboliey es generalizada en el sentido 
de que la función u y sus derivadas no toman exactamente los 
valores dados en la frontera sino valores “medios”. (La definición 
exasta se puede encontrar en el libro de S. L. Soboliev “Algunas 
aplicaciones del análisis funcional a la física matemática”, 1950, 
páginas 111-113). 


15. Para cierta clase de sistemas elípticos lineales, que se 
llaman fuertemente clípticos, M. I. Vishik*% ha estudiado la 
posibilidad de resolver los problemas de contorno, análogos al 
primero y segundo problema de contorno para una «ecuación elip- 


120 M. I. Vishik, Colección mat. 29 (71) : 3, (1951), 615 - 676; 
Actas de la AC de la URSS 86, N° 4 (1952), 643 - 648. Véase también 
Gárding, Mathematica Scandinavica 1 (1953), 55 — 72; Browder, 
Annals öf Math. Studies 33 (1954), 15 — 51; O. V. Gúseva, Actas de la 
AC de la URSS 102, N? 6 (1955), 1069 — 1072; N irenberg, Commu- 
tications on pure and applied mathematics, 8, N° 4 (1955), 649 — 675, 
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tica de segundo orden. (Esta clase contiene, en particular, una 
ecuación lineal elíptica de tipo general (7,37) ). Resulta que, al 
igual que para la ecuación (3,37), o bien este problema tiene so- 
lución única cualesquiera que sean las condiciones de contorno 
y los miembros derechos del sisfema, o bien la solución no es 
única y para la existencia de una solución es necesario que se 
verifique un número finito de condiciones para las funciones de 
contorno y los miembros derechos. Se han encontrado las con- 
diciones suficientes que deben verificar los coeficientes del sis- 
tema para que existan y sean únicas las soluciones del primer y 
segundo problemas de contorno. Señalemos que, al igual que para 
la ecuación (3,37), para sistemas fuertemente elípticos siempre 
existe y es única la solución del primer problema de contorno en 
regiones suficientemente pequeñas. 


Como muestran los ejemplos construidos en 1948 por A. V. 
Bitzadze, el primer problema de contorno con condiciones homogé- 
neas de frontera puede tener, en el caso de un sistema elíptico con 
dos variables independientes, un conjunto infinito de soluciones 
linealmente independientes, en un círculo tan pequeño como se 
quiera. 1% Últimamente se ha obtenido una serie de resultados 
interesantes sobre la existencia y unicidad de las soluciones de 
los problemas de contorno, en el caso de sistemas elípticos lineales 
generales cón muchas variables independientes.12 


121 A. V. Bitzadze, Logros de las ciencias mat, 3 : 6(28) (1948), 
241 - 242, 


122 M. Shejter, Matemática (traducciones), Literatura extranjera, 
4 : 5 (1960), 93 ~ 122, 4 : 6 (1960), 3 - 21; Agmon, Dowglis, 
Niren berg, Communications on pure and applied mathematics, 12 (1959), 
N° 4, 623 - 727. À 


Capítulo 4 
ECUACIONES PARABÓLICAS 


3 38. PRIMER PROBLEMA DE CONTORNO. 
TEOREMA DE MÁXIMO Y MÍNIMO 


1, Como representante elemental de las ecuaciones parabólicas 
vamos a considerar la ecuación de la conducción del calor 
Qu 
ot 


Las propiedades principales de las soluciones de esta ecuación no 
dependen de n. Para simplificar la exposición nos limitaremos al 
caso den = 1. 


Las ecuaciones parabólicas aparecen principalmente al estudiar 
los procesos de conducción y de difusión del calor (véase $ 1). 


Un problema típico de contorno para las ecuaciones parabólicas 
es el siguiente. Designemos con G un cuadrilátero curvilíneo en 
el plano' (t, x), limitado por segmentos de las rectas t =, to y 
t=T (T > t5) y por las curvas + = q(t) y x = qa(t), donde 
1 Y q. son funciones continuas y q2(t) > ¢ı(t) cuando 
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ta St <T (fig. 18). La parte de la frontera de G compuesta 
por un segmento de la recta t = to y las curvas x = q(t) y 
x = qa(t) la designaremos mediante T (en la fig. 18 esta parte 
de la frontera se ha representado con líneas gruesas). 


Fig. 18 


Se busca una función u(t, x) continua en la región G y en 
su frontera que dentro de G verifique la ecuación 
du _ òu 
J T aF (1,38) 
y tome en T los valores de una función continua f definida en T. 
En la teoría de la ecuación ' (1,38) este problema tiene la 
misma importancia que el problema de Dirichlet'en la teoría de 
la ecuación de Laplace y se conoce cómo primer problema de 
contorno para la ecuación de la conducción del calor. En el caso 
en que la región G sea un rectángulo Q: 0 < x < 1,0 <t <T, 
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al primer problema de contorno para la ecuación de la conducción 
del calor se reduce, por ejemplo, al problema de hallar la tempe- 
ratura u(t, x) en una varilla térmicamente aislada si se conoce 
su temperatura inicial para £ = O y se conoce la temperatura en 
los extremos de la varilla en los instantes sucesivos. Al resolver 
este problema es muy importante que la solución se busque para 
t>-0. Como veremos más tarde, el problema análogo para valores 
negativos de £ no tiene, en general, solución. La ecuación (1,38), 
a diferencia de la ecuación de la cuerda vibrante (1,20), cambia 
de modo esencial al sustituir £ por —t. Se trata de una ecuación 
típica de un proceso irreversible, 


En todo lo que sigue consideraremos, sin subrayarlo cada vez 
explicitamente, soluciones continuas solamente de la ecuación de 
la conducción del calor. 


2, Teorema de máximo y mínimo y sus corolarios 

Toda solución w(t, x) de la ecuación de la conducción del 
calor (1,38), definida y continua en el cuadrilátero curvilineo G 
y en su frontera, toma los valores máximo y mínimo en, la from 
tera T, es decir, o bien en la base inferior del cuadrilátero curvi- 
líneo G o bien en sus lados laterales. 


El teorema de mínimio se reduce al teorema de máximo va- 
riando el signo de u; por consiguiente, nos limitaremos a demos- 
trar el teorema de máximo, 


El método de demostración es análogo al método de I. 1, Pri- 
valov para la demostración del teorema de máximo y minimo en 
el caso de funciones armónicas: Sea M el máximo de u(t, #) 
en G + T y sea m el máximo de los valores de u(t, x) en P. 
Supongamos que existe una solución w para la cual M > m, es 


123 Véase, Colección mat, 32 (1925), 464 - 471. 
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decir, para la cual no es válido el teorema de máximo. Sea 
(1%, x*) el punto en que esta función toma el valor M de manera 
que 1 > to y q(e*) < xt < qa(er). 


Consideremos la función 


M— 
v(t, £) = u(t, 1) 4+ Y r (a — a), 
donde ? es iguala max g(t) — min e(0). 
bSIST la S1< T 


En los lados laterales de G y en su base inferior 


Ms 
vit, z) Sm + H Le $ m = 0M, 


donde 0 < 0 < 1 y 
v(i, xt) =M. 
Por consiguiente, v(1, 4) al igual que u(t, x) no toma su valor 


máximo en la base inferior de G ni en los lados laterales. Su- 
pongamos que v(t, +) toma su valor máximo en el punto (h, 41) 


i 
donde 4 > to y g(h) < 11 < qa(ts). En este punto 2x <0 
y z >0(sih <T, z se anula obligatoriamente en este 
punto; pero si 4 = T, z > 0). Por eso en el punto (h, +1) 

ca (2,38) 
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Por otro lado 


Y Tar ar 27 77 
lo que contradice a (2,38). 


Corolarios 


1. El primer problema de contorno tiene solución única én el 
cuadrilátero curvilíneo G. En efecto, la diferencia de dos solu- 
ciones es igual a cero en la base inferior y en los lados laterales 
de G y en virtud del teorema de máximo y mínimo es idéntica- 
mente nula. 


2. La solución del primer problema de contorno para la ecua- 
ción de la conducción del calor depende continuamente de las 
funciones definidas en los lados laterales y en la base inferior del 
cuadrilátero curvilineo G. Esto también se desprende de que la 
diferencia de dos soluciones 14, y t de la ecuación (1,38) defini- 
das en el cuadrilátero curvilíneo G toma sus valores máximo y 
mínimo en la base inferior o en los lados laterales de G, 


Problema 1. Demuestre el teorema completo de máximo y 
mínimo: la solución u(t, +) de la ecuación de la conducción del 
calor (1,38) definida y continua en el cuadrilátero curvilínco 
cerrado G y diferente de una constante, no puede tomar su valor 
máximo o mínimo en cualquier punto interior de la base superior 
de G. 


Problema 2. Demuestre que si la función u(t, x) es con- 
tinua en el rectángulo cerrado {to < t< T,X, <x < X2), es 
diferente de una constante, verifica dentro de este rectángulo la 
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ecuación de la conducción del calor (1,38) y la desigualdad 
u(t, x) > u(T, X,) (o u(t, x) > u(T, X,)) y si, además, en 
el punto (T, X,) (respectivamente (T, X,)) existe la derivada 


du du P c Qu 
de entonces 5 (T,X) >0 (respectivamente (T, X:) < 0). 


Problema 3. Demuestre la unicidad de la solución u(t, +) 


de la ecuación de la conducción del calor (1,38), continua al igual 


que la derivada a en el rectángulo [t $ t Ş T, X; < 7 < Xa} 
P 
y que verifica las condiciones: u(0, +) = ẹ(x), z —a(t)u= 
X 


= q(t) en r = x + a(t) u = ẹ(t) en x = X;, donde 
x 


íh y az son funciones dadas de ¢ continuas y no negativas. 


$ 39. SOLUCIÓN DEL PRIMER PROBLEMA DE' 
CONTORNO PARA UN RECTÁNGULO, POR EL 
MÉTODO DE FOURIER 
Para el rectángulo Q: 
OLER OREERT, 
el primer problema de contorno se puede enunciar así: hallar una 
función u( t, x) continua en Q que verifica dentro de Q la ecua- 
ción (1,38) y en la frontera de Q la condición inicial 
u(0, x) = p(x) 
y las condiciones de contorno 
u(t, 0) = fa(t), u(t, 1) = fa(t), (1,39) 
(0<1<7). 
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Se supone que las funciones g(x), fı(t), f.(1) son continuas y 
que g(0) = f,(0), (1) = fa(0). 

Puesto que la ecuación (1,38) no varía al sustituir £ por 
t -+ to y £ por £ + zo, lo que digamos en relación con el rectán- 
gulo O, será válido para cualquier otro rectángulo de lados 
paralelos a los ejes Ox y Ot. 


En este epigrafe demostraremos mediante el método de Fou- 
tier la existencia de la solución del primer problema de contorno 
para el rectángulo O. 


El defecto principal de este método es que sólo se puede 
aplicar directamente a un problema con condiciones de contorno 
homogéneas: u(t, 0) = 0, u(t, 1) = 0; mientras que con otro 
método la existencia de la solución del primer problema de con- 


torno se puede demostrar para cualesquiera (1,0) = fi(t) y 
u(t,1) = fa(f) que verifiquen la condición señalada anterior- 
mente. 


Pero si podemos encontrar una solución v(t, x) de la ecuación 
(1,38) que verifique ciertas condiciones de contorno v(t,0) = 


= F(t), vlt, 1) = Falt), se puede aplicar el método de Fourier 
para resolver dicha ecuación para cualquier condición inicial 


u(0, æ) = e(x) y las condiciones de contorno u(t, 0) = F:(t) y 


w(t,1) = f(t). Para ello es suficiente encontrar, empleando el 
método de Fourier, la solución 1w*(t, x) de la ecuación (1,38) 
que verifique la condición inicial u*(0, x) = ọ(+) — v(0, x) y 
las condiciones de contorno homogéneas u*(0, x) = 0, w*(t, 1) = 
= 0, Si hemos encontrado u*(t, x), la función 


ult, x) = u*lt, z) + vlt x) 
resuelve el problema planteado. 
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La existencia de la solución del primer problema de contorno 
se demuestra, para el caso general, en el $ 42, mediante el método 
de redes. 

Nosotros buscaremos en Q la solución de la ecuación (1,38) 
que verifica las condiciones: (0, x) =-g(x), donde q(x) es 
una función de derivada continua que se anula en v = 0 y x = |, 
y u(t,0) = u(t,1) =0 para 0 ŞS t S T. 

Usando el mismo procedimiento que hemos empleado al resol- 
ver el problenta mixto para la ecuación hiperbólica, buscaremos 
la función u(t, +) en forma de la serie 


u(t, 4) = de Telt) Xr (x), (2,39) 
ksa 


cada término de la cual verifica la ecuación de la conducción del 
calor y se anula en « = 0 y y = l. Para ello debe cumplirse que 


T) Xx) 


AS SaR 
Xx(0) = Xx(1) = 0. (4,39) 


Aqui — à? son ciertas constantes. Igual que en el $ 20 se 
demuestra que deben ser negativas. De las ecuaciones (3,39) 
y las condiciones (4,39) encontramos 


Xu(+) = Ay cos Rar + Bp sen dv; Ar = 
donde = 1,2, ... De modo que 


Xu(+) = Ba sen Es. 
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Sustituyendo en la ecuación (3,39) para Tz(t) el valor encon- 
trado de Ax, obtenemos 


(5,39) 


2 inicial 


(6,39) 


Debido a que, según la suposición, (+) tiene derivada continua 
ntes Cy se determinan 
por las fórmulas de Fourier y son acotados; la seric (6,39) con 
estos coeficientes converge uniforme y absolutamente a q (+), se- 
gún se demuestra en la teoría de las series trigonométricas, Puesto 
que para 1 > O se tiene 


pe 


at 
0<eÉ "Sl 


la serie (5,39) también converge absoluta y uniformemente para 
t > 0. Por eso la función u(t, x) definida por esta serie es 
continua en el rectángulo Q: 0 < x < 1,0 < £ < T, y toma en 
su base inferior y en sus lados laterales los valores dados, Resta 
demostrar que dentro de Q y en su base superior verifica la 
ecuación de la conducción del calor. Para ello bastará probar que 
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las series obtenidas de (5,39), derivándola término a término 
una vez respecto a t y dos veces respecto a x, también convergen 
absoluta y uniformemente para + > to > 0, cualquiera que sea 
to > 0. Esta última afirmación se desprende de que para todo 
to positivo 


siempre que  sca suficientemente grande, 


De la misma forma se puede demostrar que la función u(t x) 
tiene para £ > 0 derivadas continuas de todos los Órdenes respecto 
ax yat Y teniendo en cuenta esto se comprueba fácilmente 
que conservando las mismas condiciones (iguales a cero) en 
x = 0 y + = |, la función u(t, x) que acabamos de construir no 
se puede, en general, extender en el sentido de las £ negativas de 
modo que verifique la ecuación (1,38). Para ello es necesario 
que p(+) tenga derivadas de todos los órdenes. En efecto, si 
fuera posible realizar esta extensión, tendríamos la solución de 
la ecuación de la conducción del calor en un rectángulo Q,: 


0<3x<1l —¿<1S<0, 


Qu 
ds 
para 0 < x < |, aplicando a este rectángulo los mismos razona- 
mientos hechos para Q, encontraremos que la función u(0, +), es 
decir, p(+), debe tener derivadas de todos los órdenes. (Se puede 


que se anula para + = 0 y x = l. Si Č (—s, x) es continua 


demostrar que la suposición de que ES (as) ena en 


x= 0y x = l no es esencial). 
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Aun cuando la función w(0, +) ='"p(x) sea tal que para la 
misma se puede resolver el primer problema de contorno en el 
rectángulo Q, con las condiciones nulas en los extremos: del inter- 
valo (0,1) y la condición inicial #(0, 7) = p(,), esta solución 
se puéde hacer variar tanto como se quiera para valores negativos 
de f tan pequeños como se quiera, cambiando tan poco como se 
quiera la función g(+) y sus derivadas hasta un orden determi- 
nado fijo k. Para ello, como es fácil ver, bastará añadir a la 
solución anterior un término de la serie (5,39), cuyo índice sea 
suficientemente grande, con un factor constante arbitrariamente 
pequeño. Por eso, mientras que el primer probiema de contorno 
“para Ja ecuación de la conducción del calor resulta bien planteado 
para valores dé £ positivos, está mal planteado para valores nega- 
tivos de £ si las condiciones iniciales se plantean para t = 0 
(compárese con el $ 8). Aquí podemos observar una vez más 
la asimetría de la ecuación de la conducción del calor (1,38) 
para valores positivos y negativos de t. 


Problema. Demuestre que la solución u(t, x) del primer 
problema de contorno para la semifranja (0. < + </0 < t < 0) 
con las condiciones «(0, x) = q(y), (4,0) = 0, u(t,1) =0 
tiende a cero uniformemente respecto a y cuando t —> 00. 


$ 40. PROBLEMA DE CAUCHY 


1. Planteamiento del problema 


Se busca, para + > 0, una función u(ż, +) continua y acota- 
da que verifique para t > O la ecuación (1,38) de la conducción 
del calor y tome para £ = 0 los valores de una función p(x) 
continua, acotada y definida para todos los valores reales de r. 
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A este planteamiento se reduce, por ejemplo, el problema sobre 
la propagación del calor en una varilla de longitud infinita térmi- 
camente aislada, 


2. Teorema de máximo y mínimo para una 
franja, y sus corolarios 


Toda solución u(t, x) de la ecuación (1,38) continua y acotada 
en la franja S{[0 Şt < T S 0 — o < x < o) verifica en 
esta franja las desigualdades 


M > u(t, x) >m, 


donde M = sup u(0, x), m= inf u(0, x). 
LELA << 


Demostremos que u(t, x) < M (la demostración de la segun- 
da desigualdad se reduce a la primera cambiando el signo de u). 


Sea è > 0 un número arbitrario. Comprobemos que 
U(to, £o) S M + e en cualquier punto (to, xo) de la franja S. 
Consideremos la función w(x) = 21 + 4% que es la solución 
«le la ecuación (1,38). Pongamos N = supju(2, x)|. La función 
sw(t x) Š 


(lo, 40) 


+M — ut, x), que verifica en S la ecuación (1,38), 


` » 
es no negativa cuando 1 =0 y |æ] = ye w AA 


+ [ro], ya que para este valor de |x| 


ew(t, x) 


—— — — N — àl. 
wlha 20) ” wla 14) 
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Según el teorema de máximo y mínimo para una región finita 
(2 $ 38) esta función debe ser no negativa en todo el rectángulo 
y F 
fos: <T, lr] < ETICA la) en el cual 
se encuentra el punto (too). Por consiguiente, en este rec- 
aw(t, z) 
ato, xo) 
u(to,x0) S M + e. Puesto que el punto (to, 24) y el número e 
son arbitrarios, de la última desigualdad se desprende que 
u(t, x) < M en todo punto de S. 


tángulo debemos tener u(t x) S M + y de donde 


Corolarios. 1. La solución acotada del problema de Cauchy 
para la ecuación (1,38) en la franja S es única. 


2. La solución del problema de Cauchy para la ecuación 
(1,38) depende continuamente, en la clase dé funciones acotadas, 
de la condición inicial planteada para t = 0. 


Estas afirmaciones se infieren de que la diferencia de dos 
soluciones acotadas 1, y us de la ecuación (1,38) es no mayor en 
Walor absoluto que sup |u, (0, x) — uz (0, x)|, en la franja S. 

rreo 


Observación. Hemos demostrado que la solución del pro- 
blema de Cauchy es única en la clase de funciones acotadas. Pero 
se cumple una afirmación más fuerte, 


Sea f(x) = max Ju(t,x). Si u(x) verifica Ja ecuación 
.es 
(1,38) para t > 0, 100, x) = 0 para — œ < xr < + % y existe 
una constante C tal que 
(æ) e7% > O cuando |x| > 0, 


tendremos que u(t, x) = 0. 
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Esta afirmación se demuestra fácilmente (la demostración la 
dejamos al lector) de la misma forma que se empleó para demos- 
trar la unicidad del problema considerado en la clase de funciones 
acotadas, si en lugar de la función zwv(f, +) se toma la función 
W=8(C4 1314 elere ee que es positiva para 

wo am 


t > 0 y verifica la condición < 0 para £ suficien- 


o 
temente pequeños. Para las funciones que cumplen la condición 
W W 
ZH DW O es válido el teorema de minimo. 
òa ot 


A. N. Tijonov™™ ha construido para cualquier e > O unas so- 
luciones de la ecuación (1,38) que no son idénticamente nulas, 
pero tales que w(0, x) = 0 para — o < x < + 0 y 


faet 


3. Comprobemos que la solución de nuestro problema viene 
dada por las fórmulas 


> 0 cuando |x| > 0. 


sa -u 
des AE) dg cuado 1 > 0, (1:40) 
sa Mt 


u(0, x) = (1). (2,40) 
La integral (1,40) se Iama integral de Poisson. 


Es fácil entendér que la integral (1,40) converge para todos 
los valores positivos de £. Del mismo modo es fácil ver que 
convergen las integrales que se obtienen de (1,40) derivando el 
integrando respecto a x y a £ tantas veces como se quiera. Además, 
todas estas integrales convergen uniformemente en la vecindad de 


124 Colección mat. 42 : 2 (1935), 199 - 216. 
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cualquier punto (t, x) siempre que t'> 0. De aquí se sigue que 
para t > 0 existe tanto la función u(t, x) definida por la fórmula 
(1,40) como sus derivadas respecto a £ y a x de cualquier orden. 
Puesto que la función subintegral verifica la ecuación (1,38) para 
t > 0, se desprende que la propia función u(t, x) verifica esta 
ecuación si £ > 0. 


Comprobemos que la función u(t, x) definida por (1,40) es 
acotada para £ > 0. Para ello observemos que si M, = 


= max |p()!, entonces 
oro 


[uta <- 


2V 77, Vi 


función construida (t, x) es continua 
decir, que cualquiera que sea xo 


Resta demostrar qu 
para t 


es 


“di —q(x) | < e, (3,40) 


siempre que £ y | 
vemos, en primer lugar, que basta 


entemente pequeños. Obser- 
demostrar que 


ba br 
1 


—. Pene” udg — el) | < $ (4,40) 
ayei Í,, 


para £ suficientemente pequeño y cualquier a de la vecindad de 
«o, ya que | (x) — (xo) | es pequeño siendo suficientemente 
pequeño | x — xo |, debido a la continuidad de la función ¿(w). 
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Para demostrar la relación (4,40) pongamos en la integral de 


Poisson (1,40) E = æ + 2 VT% de modo que 


— f oe +2 VTO et dg 
VE la 


y Observemos que 


1 
elr) = — f elo) e” dg, 
L 


Puesto que ọ(x) es acotada, las integrales 


e e 
fu + 21%) e-U de; fune: a 


Jura eos fanera 
? A 


son tan pequeñas como se quiera en valor absoluto cualquiera 
que sea x y siempre que N sea suficientemente grande. Por eso, 
para un N suficientemente grande y para cualquier x, tendremos 
con la precisión que necesitamos 


ue) af o + 2 Vea, 
VE ly 
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Pero para £ suficientemente pequeño y cualquier v de cierta ve- 
cindad del punto xo, los miembros derechos de estas igualdades 
aproximadas son tan próximos como se quiera, debido a la conti- 
nuidad de p(+). De aquí se desprende (4,40). 


4. Por lo tanto, la única solución acotada del problema plan- 
teado al principio del epígrafe es la solución representada por las 
fórmulas (1,40) y (2,40). 


De estas fórmulas se deduce, en particular, que si g(+) es cero 
para toda v, excepto en un intervalo de valores de x tan pequeño 
como se quiera, donde esta función es positiva, entonces la solu- 
ción u(t, x) será positiva para todos los valores de + y un £ > 0 
cualquiera, pero fijo. Esto implica la afirmación paradójica se- 
gúna cual el calor se propaga en la varilla con velocidad infinita. 
Fisicamente esto, por supuesto, es imposible, Pero a esta conclu- 
sión se llega necesariamente si se acepta que la propagación del 
calor en la varilla se describe por la ecuación (1,38). Por lo 
visto, las hipótesis tomadas al deducir esta ecuación no concuerdan 
totalmente con la experiencia. 


La práctica demuestra, sin embargo, que la ecuación (1.38), 
a pesar de todo, ofrece una descripción aproximada bastante buena 
del proceso físico real de la propagación del calor. 


Problema 1. Sea utl, x) una solución acotada del problema 
de Cauchy para la ecuación de la conducción del calor (1,38) en 
el semiplano + > 0. Demuestre que para todo + se cumple Ja 
igualdad 


a+b 
üm (i x) = ai 
am 2 
si lim «(0, r) =a y lim «(0, 1) = b. 
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Problema 2. Demuestre que el problema de Cauchy para 
la ecuación de la conducción del calor (1,38) con la condición 
al dada para t = O está incorrectamente planteado en cual- 
r franja (-T<t<0 — o < x < o). 


$ 41. RESEÑA DE ESTUDIOS ULTERIORES DE 
LAS ECUACIONES DE TIPO PARABÓLICO 


1. Se ha demostrado la existencia y unicidad de las soluciones 


del primer problema de contorno para la ecuación 
du ou Du 

=L pat (1,41) 
dt da as 


cualquiera que sea n. Este problema se plantea en el caso ele- 
mental del siguiente modo: 

Se busca una función continua u(t, Xn «.., 4) definida en la 
clausura de la región G, limitada por trozos de los hiperplanos 
t = 0 y t = T, (“por abajo” y “por arriba”) y, por los lados, 
por wma o varias superficies con un hiperplano tangente que varía 


continuamente y nunca es perpendicular al eje Of. La función « 
debe verificar la ecuación (1,41) dentro de G y coincidir ¿on cier- 
ta función f defipida sobre la superficie lateral S y sobre la base 
inferior t = 0. Esta función se supone continua en todo el con- 
junto cerrado en el cual está definida, La unicidad de la solución 
del problema y la dependencia continua entre la solución y la 
función Ya se demuestra del mismo modo que en el $ 38. 


El primer problema de contorno se puede también plantear 
para regiones de tipo más general. Se han encontrado las condi- 
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ciones que debe verificar la frontera de la región para que el 
primer problema de contorno tenga solución.’ 


2. Una ecuación parabólica lineal de segundo orden con dos 
variables independientes 


x + CU du Dia), (2,41) 


donde 4, B, C, D son funciones acotadas y A(t, x) > a >0, se 
puede, mediante la sustitución u = ve, transformar en la forma 
du 


ar 
Aquí C, 


== sup | 


+80, r) a Ct Ju + Dilts). (341) 


C-K, Di = De*t, Supongamos que K > M, = 
(i, £)|; entonces Cif, 2) S M, — K < 0. 


Supongamos que la función v(1, x) verifica la ecuación (3,41) 
dentro del cuadrilátero curvilíneo G limitado por segmentos de 
las rectas ? = 0, t = T y por las curvas x = qi(t), x (1) 
(p(t) < qu(t)), y coincide con una función continua f en la 
base inferior y los lados laterales de G. Entonces en todo G se 
cumple la desigualdad 


Jol, +) | < max far, 


M: } (4,41) 


K—M, 


donde M = max |f, Ma = sup | D(t, x) |. 
En efecto, si v(ż, v) toma su valor positivo mayor en un punto 


dentro de G o en la base superior de G, en este punto 2: >0, 


125 I G. Petrovski, Compositio Mathematica 1 : 3 (1935), 383 - 419. 
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dv ðw 
dae oa 


que en este caso max v(t, 1) S 


<0,C,v<0, De la ecuación (3,41) obtenemos 


M: 
K—M, ` 
mayor en la base inferior o en los lados de G, v < M en todo G. 
M: 
K—M, 


Si v toma su valor 


Por lo tanto, v < max (aa, } Análogamente se de- 


muestra que v > — max ¡AA } 


Para la función  = ve! que en todo G verifica la ecuación 
(3,41) obtenemos de (4,41) 


n Mer” 
ts [ue a 


y esta desigualdad es una generalización del teorema de máximo 
y mínimo (compárese con el $ 38). 


Una desigualdad análoga se cumple para las soluciones u(t, 


£a sat) de la ecuación parabólica 
>= deu 
=} Ailt, £u oos a) === anda + 


du 
Ea Bab, xo oin 20) oy H 


+ Cll, £a- An) + D(t, Sis -cos Am), (5,41) 


donde la forma DE Ailt, £u i, Xa) q a; es positivamente 


a 
definida para todos los puntos de la región considerada. 
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3. El primer problema de contorno para la ecuación parabólica 
(5,41) tiene en la región G —limitada por los trozos de los 
hiperplanos £ = 0, £ = T y por la superficie S— solución 
única cualquiera que sea la función continua f definida sobre S y 
para t = 0, siempre que: 1) los coeficientes 45, Bi, C y D veri- 
fiquen la condición de Gólder'** en la región G; 2) todo punto 
P. de la superficie S se pueda tocar con una esfera de centro en Q, 
todos los puntos de la cual excepto P están fuera de G, de modo 
que la recta OP no sea paralela al eje Ot?® 


4. Para una ecuacion parabólica casilineal de segundo orden 
con dos variables independientes del tipo 


+ B(,x, ye + C(L,x, 0), 


donde 4, B, C tienen derivadas continuas de órdenes suficiente- 
mente altos, A(t, x,u) >2>0 y C(t x,u) <c (a y c son 
ciertas constantes), se ha demostrado la existencia y unicidad de 
la solución del primer problema de contorno en cualquier rectán- 
gulo (O<1<T, 0< + <!] asi como la existencia y unicidad 
de la solución acotada del problema de Cauchy en cualquier franja 
((<:S<T,—0<< %}. Estos problemas se han consi- 


rado también para ecuaciones parabólicas casilincales con un 


n 


nerp mayor de variables independientes. 1% 


125 Véase la llamada 103. 


121 Friedman, Journal of Mathematics and Mechanics, 7, N° $ (1958), 
771 - 791. 


123 Véase “La matemática en la URSS durante 40 años”, volumen I, 
Fizmatguiz, 1959, pp. 604 - 628. 
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5 El sistema de ecuaciones lineales 
du, 


y 
NE y 
ar 3 y At EC A] ECET + 


jaghti tk, Som E 


Filh cc) (==... N) (641) 


se llama parabólico en el punto (1%, 400, ..., 500), si para 
cualesquiera %, ..., A reales y la suma de cuyos cuadrados es 
igual a 1, todas las raíces M, ..., Ay del determinante 


DA (DAR o (09; 
Khen 


119) e. ate — 3 y 


tienen la parte real negativa. 


El problema de Cauchy está bien planteado para sistemas para- 
bólicos y valores positivos de + en la clase de funciones acotadas, 
siempre que las condiciones iniciales definidas para 1 = 0, sean su- 
ficientemente suaves. El problema sigue correctamente planteado 
en la clase de funciones que crecen cuando 1% -+ ... +44 > 0 


no más rápidamente que e2(* + += *%,J3%=1, donde 2m es el orden 


del sistema. 


Si todos los coeficientes Af%1--:*» y F, del sistema parabó- 
lico (6,41) son analíticos respecto a los argumentos 41 ..., Zn 
todas las soluciones suficientemente: suaves de este sistema son 
analíticas respecto a Zu ..., 4.09 


129 Véase la lamada anterior. 


ANEXO 


$42. RESOLUCIÓN DEL PRIMER PROBLEMA DE 
CONTORNO PARA LA ECUACIÓN DE LA CONDUC- 
CIÓN DEL CALOR POR EL MÉTODO DE REDES 


1. Demostraremos la existencia de la solución del primer pro- 
blema de contorno para la ecuación (1,38) mediante el método 
de redes. Esta demostración ofrecerá a la vez un procedimiento 
para encontrar la solución aproximada del problema. 

Sea G la región limitada por segmentos de las rectas £ = to 
y t=T (T > tə) y por las curvas z = qu(t) y x = quít). 
Las funciones qu(t) y q2(t) se suponen continuas y tales que 
q(t) < qu(t) para t < t < T. Mediante P denotaremos la 
base inferior (t = to) y los lados laterales (x = q(t); x = qa(t), 
to < t < T} del cuadrilátero curvilíneo G. Se busca en G una 
solución de la ecuación (1,38) que sea continua en la región G y 
en su frontera y que tome en T los valores de una función f 
continua dada. Para que el primer problema de contorno tenga 
solución, las funciones q,(t) y q(t) deben verificar ciertas con- 
diciones adicionales que señalaremos a continuación. y 

En el plano (ż, +), donde se encuentra la región G, trazamos 
dos familias (red) de rectas paralelas a los ejes coordenados 


z= mh, t= t + kh, 
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donde h es un número entero positivo y m y k toman valores 
enteros sucesivos escogidos de modo que toda la región G resulta 
cubierta por cuadrados de lado /. Llamaremos nodos o puntos 
nodales de Ja red construida a los vértices de Jos cuadrados, 
Mediante Ga designaremos la totalidad de los cuadrados que 
pertenecen integramente a G + I. Mediante Th denotaremos los 


cuadrados de G, que tienen al menos uno de sus vértices en la 
frontera de Ga, excluyendo los cuadrados interiores de la file 


Fig. 19 


superior, es decir, excluyendo los cuadrados entre los vértices de 
los cuales hay puntos a los que corresponde la coordenada t de 
valor máximo entre los puntos de Ga, y cuyos lados laterales no 
pertenecen a la frontera de Ga. Los puntos nodales de Ga — TP, 
los denotaremos Ga (fig. 19). 
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Consideremos la función fa definida en los nodos de F, donde 
toma el valor que tiene la función f en el punto de T más cercano 
a este nodo, o en uno de los puntos más cercanos, si hay varios. 
Asociemos a la ecuación (1,38) la siguiente ecuación en dife- 
rencias 10 


(bx) —u(t— ha) 
apea e 
ult, x +h) — 2u(t, x) + u(1,x—h) 


= + - (142) 


Buscaremos una función uz definida en los nodos sle Gh que ve- 
rifique la ecuación (1,42) en los nodos (2, x) de Ga y que coincida 
con fa en los nodos de T's. Comprobemos que existe una función 
única ua que cumple estas condiciones. 


2. Lema. La función un definida en los nodos de Gn y que 
werifica la ecuación (1,42) en los nodos de Gr, toma sus valores 
mínimo y máximo en los nodos de D». 


Demostración. Supongamos que ua toma en algunos nodos 
de G valores mayores que el valor superior que tiene a en los 
nodos de I». En este caso existe un nodo (t, .r:) de Ga donde 
la función 4, toma su valor máximo y al menos en uno de los 
puntos vecinos el valor de u, es menor que 212(£, 14). Al hablar 
de los puntos vecinos a (f,x1) nos referimos a los puntos 
(h — h, 20), (tn £i + A), lla a — h). Si valti — h, 41) 


u gu 
120 Si la función u(t, x) tiene las derivadas z y &— en el punto (tx), 


la ecuación (1,42) se transiorma en la ecuación (1,38) cuando A tiende a 


cero. 
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< tiafis, #1), en el punto (t, x1) el miembro izquierdo de la igual- 
dad (1,42) es positivo y el derecho es negativo o igual a cero. y 
esto contradice que en el punto (4, xı) debe verificarse la igual- 
dad (1,42). Llegamos a la misma contradicción si suponemos que 
Mall, Xi + h) < taflu 11) o que afty zı — h) < alt, 13). 
Análogamente. se demuestra que 4, no puede tomar en G, valores 
menores que el menor valor de w, en Tp. 


Empleando el lema que acabamos de demostrar, probemos que 
cualquiera que sca la función f, definida en los nodos de Th existe 
una función única u, que verifica la ecuación (1,42) en los nodos 
de Ga y toma los mismos valores que fa en Pa. Los valores de tn 
en los nodos de Ga verifican un sistema algebraico lineal de 
ecuaciones que se obtiene planteando la ecuación (1,42) para cada 
nodo (t, x) de Ga El número de ecuaciones de este sistema es 
igual al número de valores desconocidos de un. El determinante 
de este sistema es diferente de cero, ya que el sistema homogéneo 
correspondiente, que obtendremos al hacer fa = O en todos los 
nodos de Th, tiene solamente solución trivial en virtud del lema 
demostrado, Por consiguiente, la función 1, se determina de ma- 
nera única. 


3, Introduciendo las denotaciones 
u(t, x) —u(t—h, x) u(t, x +h) — u(t, x) 
i oe , 
h h 


(2) —u (1, x—h) 


Ed F 


la ecuación (1,42) se puede escribir así - 
(2,42) 
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Supongamos que fa = 5 ym ="w(10=1,,2...). La 


demostración de la existencia de la solución del primer problema 
de contorno se realizará del siguiente modo. Probaremos primero 
que cada una de las funciones de las familias {u"}, {u7} y {utz}, 
definidas en las redes, sc pueden definir en todos los puntos de 
la región G de manera que en cualquier región G* que junto con 
su frontera esté contenida cn G, las familias de funciones [ (1), 
qu } y {u3} serán uniformemente acotadas y equipotencialmente 
continuas, Seguidamente, empleando el teorema de Arzela'** de- 
mostraremos que de la sucesión {u"} se puede escoger una sub- 
sucesión Le que converja en G a cierta función w(t, x) de 
manera que esta convergencia sea uniforme en cualquier región 
G* contenida junto con su frontera en G. Probaremos además 


An far Du - 
e To suce e rergea E mientras que fut 
que la sucesión {u7} converge a EN mientras que {w} converge 


+ Pasando en la ecuación (2,42) al límite cuando Jin > 0, 


obtendremos que la función límite u(t, x) verifica en G la ecua- 
ción (1,38). 

Finalmente, aplicando el concepto de barrera, comprobaremos, 
de la misma forma gue en cl $ 31, que la función límite u(t, +) 
es continua en G + T y toma en I los valores de la función 
continua dada f. Teniendo en cuenta la unicidad de la solución 
del primer problema de contorno, demostraremos que no sólo la 


subsucesión {u}, sino que toda la sucesión (u"] converge a 


m J, G. Petrovski, Lecciones sobre la teoría de las ecuaciones dife- 
renciales ordinarias, Gostiejizdat, 1952, p. 40. 
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u(t, x) y que, por consiguiente, las soluciones 14), de la ecuación 
(1,42) representan la solución del primer problema de contorno 
correspondiente, con cualquier precisión deseada, siempre que Aa 
sea suficientemente pequeño. 


4, Del lema del subepigrafe 2 se desprende que |u") < max |f| 
cualquiera que sea n. Comprobemos que de la acotación uniforme 
de la familia {u"} en G se desprende que la familia (ur) está 
uniformemente acotada en toda región G* contenida junto con su 
frontera en G. 


Bastará probar que esto se cumple para un rectángulo Q de 
lados paralelos a los ejes coordenados, ya que cualquier región G* 
se puede cubrir por un número finito de estos rectángulos perte- 
necientes a G. 


Para estimar u! en Q emplearemos el método que aplicaba 
S. N. Bernstein para estimar las derivadas de la solución de una 
ecuación parabólica." 


in perder generalidad se puede aceptar que el rectángulo Q 
está determinado por las desigualdades 


[x[<a 0<t<b 
y que sus lados pertenecen a la red, a partir de un » suficiente. 


mente grande. En los desarrollos que vienen a continuación 
omitimos la n de la función u”. 


Consideremos en los nodos del rectángulo Q la función 


2 F + Co, (3,42) 


is 


132 S, N. Bernstein, Actas de la AC de la 
pp. 385 — 388, 


JRSS, 18, N? 7, (1938), 
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londe F = t(a? — 42), v = w(t, x + h) + (tx — h) + 
+ 1% (t — hx) y C > 0 es una constante. Probemos que si C 
es suficientemente grande, la función z(t,x) toma su mayor 
valor o bien para £ = O o bien en los lados x = + a del rec- 
tángulo Q. Entonces, será fácil obtener de aquí una estimación 
para w(t, x). En efecto, si |u(t, x)| < M en G, en los lados 
1=0yx= + a del rectángulo Q tenemos s < 3CM? y, por 
consiguiente, 2 < 3CM? en todo Q de donde 


3CM? 
<s 


w rT 
a ta 


es decir, las te están uniformemente acotadas en el rectángulo Q* 
que se encuentra dentro de Q. 


Para demostrar que 2(t, x) toma para C suficientemente gran- 
de su mayor valor, cuando £ = 0 o bien cuando r = + a, calcu- 
lemos 

L(s) = 


-5 


Probemos que si C es suficientemente grande, 
L(2) > 0 en Q. 
De aqui deduciremos, mediante los mismos razonamientos que 


hemos empleado para demostrar el lema del 2, que z(?, x) toma 
su mayor valor en la frontera t = 00 x = + a del rectángulo Q. 


Para calcular L(2) recurriremos a la fórmula 


LC) =0L (Y) + UL (0) + her etet rd (442) 
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que se comprucba fácilmente cualesquiera que scan las funciones 
q y y definidas en las redes. Tenemos 


L(s) = L (F) + FLOR) +hE(6)7 + Fut)» + 
+ F06); + CL(v). 
Empleando (4,42) encontramos 
L(u2) = usl. (u) + Aliz, A? + 
+ +0 =00, +0 thy, 
ya que L(us) = 0. 
Es fácil ver que 
L(x+h)=2 (14h) L (ut +h))+ 


Hah) už (tph) + s +h) = 
= (44h) HÈ (14) + hh (t, x+h) = 


=06 (L 14) HEC x) + huk (t, w +h), 
(u5)a = [e + talh, 2 + h) Jitze, 
(u2)¿= [ts H telt, t — h) J 4,7 

hoë) = 


$ — m(t —h, 2). 
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Por consiguiente, 
Lge) = Cpi (t,x h) A(t, x) + (ah) 4- 
+14 (1x—h) + 


+ la, — di) ha a — h) q (t — h, x) + 


uza — h, x) + 


E A h w) H 
HEE, u A ha Pahit A tah w de) | tee + 


+ Py [te H i — h) | 1 7: 


Estimemos los términos Ml, + Fa [te + t(x + h)] tur. 
Puesto que Pe = — 24 2r + hi) (e — at) + ll(2x + hy? 


tenemos 
Pwt Fate nth + h)] Uz = 
=1((a*- A) tee (la A h) et lr) ] pp — 
— t (2a halo pe 
+ ht (2x 4 h)’ [us A ll, a +] ttes > 
> — 4 (2e A et a+ h) 1? 
O CA OE i I 


=— (24 + h)? [2i + us- ualt, x + h) | > 
EA Ah]. 
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Análogamente 


Puž -p Fy [+ tlh x—h)] u > 
> HRe 10" [3u + Ce —h)] 


Teniendo en cuenta que F > 0, F- > 0 y las últimas desi 
gualdades, obtenemos 
LE) > Cl ad) Hel r) Heleh) Y 
Hu (—h,x)] + 
+ L (E) uz - Fiut (t— h, x) — t (2r FA)? [310 + 
Hlth] 
lr MS ë (f e —h)] = 
= [C— L (F) — 34 (2x + h)" — 3t (2r — DOES 
+ [0- tx +h] bx) + 
pje -2r —h)*] wih w — h) + 
+ [e Fij — h, x). (5,42) 


Es obvio que siendo C suficientemente grande, todos los suman- 
dos del miembro derecho de la desigualdad (5,42) serán no 
negativos. (La constante C se puede escoger independientemente 
de h). Por lo tanto, hemos probado que si las soluciones w(Lx) 
de la ecuación (2,42) están uniformemente acotadas "en G, las un 
también están uniformemente acotadas en toda región G* que 
junto con su frontera esté dentro de G. Puesto que uz, uyo usy 


7s 
también son soluciones de la ecuación (2,42), obtenemos de aquí 
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ue en toda región G*, que se encuentre junto con su frontera 
q J 


dentro de G, están uniformemente acoladas 4? = up, m1, = 


n 
=n 


r =% 


5. Probemos ahora que se puede definir u” en toda la región 
G de manera que la famiila obtenida (w") sea uniformemente 
acotada y equipotencialmente continua en toda región G* que 
junto con su frontera esté contenida en G. 


"ara ello dividimos cada cuadrado de la red en dos triángulos 
mediante una diagonal paralela a la recta t = x. En cada uno de 
estos triángulos hacemos +” igual a una función lineal de manera 
que en los vértices del triángulo tome los valores u” anteriormente 
encontrados, Es fácil ver que la función u” así construida es 
continua en Gh, y no puede tomar dentro del triángulo o en sus 
lados valores mayores o menores que sus valores en los vértices 
del mismo. En los puntos de G que no pertenecen a Gp, defini- 
remos arbitrariamente la función u", cuidando sólo de que sea 
continua y acotada en G. 


tán acotadas uniformemente en G*, ten- 


Puesto que u” y i 
«remos que en los puntos nodales (t, x) pertenecientes a G* 


(u(t, æ + hn) — u" (t, x) | S Kha 
(u(t, x) — u (t — ha, 1) | < Khe 
donde K no depende de n. 


Basta probar que las funciones su” son equipotencialmente 
continuas dentro de un rectángulo Q de lados paralelos a los ejes 
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coordenados y perteneciente a G, ya que toda región G*, com- 
prendida junto con su frontera dentro de G, se puede cubrir por 
un número finito de rectángulos de este tipo. 


Para los puntos nodales (f, +1) y (ta, 42) de Q tenemos 


Jr (A, ti) —w (tar) ] S 2K Y (1 — 


Svan (y, x1) y (ta a) dos puntos cualesquiera de Q y (8%, +*) 
y (£%, a?) los nodos más cercanos a los puntos (£,, 11) y (to 72), 
respectivamente. De acuerdo con la definición de la función w" 
tenemos, para » suficientemente grandes, | u”(t?, 1) — w(t 
x)| < 2KMh, (i = 1, 2). Por eso, si n es suficientemente 
grande, 


Jur (ta xi) (th 1) ] S 
S Jae a) — (th) |H E a) 


taza) | + 


+ priat) r r) | S 


S 4Khn +- 2K Y ( 


De la desigualdad (6,42) y de la continuidad uniforme en G* de 
cada función 1e* se desprende que las funciones u” son equipoten- 
cialmente continuas en Q y, por consiguiente, en G*. 


Aplicando el teorema de Arzela obtendremos, que de la familia 
de funciones u” se puede escoger*una subsucesión uniformemente 
convergente en G*. 


De la misma forma, basándonos en que wt, už., urq, Wiz; 


un; están uniformemente acotadas, demostremos que cada una de 


las funciones u? y ut se puede definir en toda la región G de 
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manera que las familias de funciones (+2) y fut} sean unifor- 
memente acotadas y equipotencialmente continuas en G*, Por eso, 
aplicando el teorema de Arzela siempre podemos escoger del con- 
junto infinito de funciones w" una subsucesión [1] uniforme- 
mente convergente en G* tal que las sucesiones correspondientes 


Luz) y (ur) tamh 
Sea G} ima sucesión de regiones tal que G* C GY 


converjan uniformemente en G 


G% = Ġ y G* junto con su frontera perienezca a G, Esco 


jamos en [u*)ama sucesión 10%, 10%, ..., 20%, uniformemente 


convergente en G? y tal que las sucesiones {17} y (10%) también 


convergen uniformemente en G%. De la sucesión {u} escogere- 


mos una subsuces 


(7,42) 


uniformemente conve 


Lu 


gente en G 


y tal que las subsucesiones 


3 uX) convergen uniformemente en G*, ete. 
JY 1%) B < 


Consideremos la sucesión de funciones 


rá (8,42) 


un, u, 


ia el m ` das . 
Es fácil ver que esta sucesión y las sucesiones [17 } y (0%) 
convergen en cada punto de la región G y que lo hacen uniforme- 
mente en cada región G* comprendida junto con su frontera en G. 


(1, x) los límites en G de las sucesiones 


Sean U(t, 4), U(t, x), 


¡CAES 
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Probemos que 
aA _ QU FU 
FJ dr d 


Supongamos que los puntos (t,x) y (tax) son nodos de la 
red para suficientemente pequeños lt, f — te = lia y que el 


SI 


(9,42) 


segmento de recta que los une pertenece a G.. Entonces 
dia 
WC, 1) — (la, F) = £ iiit) la = 
7 
E 
= Y Dto — iha a) ha + en (1042) 
m 
= 


donde ey tiende a cero cuando $ > %, ya que la sucesión u?” con- 
verge uniformemente a U. Pasando en la igualdad (10,42) al 
límite cuando k —> «o, obtenemos 


7 
Ult, 1) — Ult 1) = J T dt. (1142) 


Puesto que los nodos forman un conjunto denso en todo punto 
de G y las funciones U(t, x) y U(t, x) son continuas en G, la 
igualdad (11,42) se cumple para cualesquiera puntos (f, x) y 
(ta, x) siempre que el segmento que los une pertenezca a.G. Por 


eso a = Ú en todo punto de G. De la misma forma proba- 


mos que 
ðU 


E VN 


DU (t, x1) ate 12) 
de fo nada 
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si los puntos (t,x11) y (t x+) pertenecen a G, es decir, que 
aU 
ða? 


U 
límite U(t, x) tiene las derivadas az y 


= U en G. Por lo tanto, hemos probado que la función 


U U_U 
dr Y We g S gae 


en todo punto de G. 


6. Analicemos el comportamiento de los valores de la función 
límite U (t, x) en la frontera I de la región G. 


Lema 1. Sca A un punto de coordenadas (to, xo) situadas 
en la base inferior (t = to) del cuadrilátero curvilíneo G. En- 
tonces 
li 


Uns tt ce 


U(t, x) = f(4). 


Demostración. Consideremos la función 
w = (1 — zo)? + 3(t — to). 


En todos los puntos de G + F diferentes de A, w(t, x) >0. Es 
áci 


Sea e > 0 un número arbitrariamente pequeño. Denotemes 
mediante Q, una vecindad de A tan pequeña que |f, — f (4)! < e 
para los valores de fa en los nodos de TP, pertenecientes a Q, ; 
aquí h es suficientemente pequeño. Sea C una constante tal que 
Cw>2 max |f| en todos los puntos de G + P que no pertenecen 
a Q.. Consideraremos la función w” solamente en los nodos de 
Gh, Es fácil demostrar que en los nodos de Ga, 


FCA) — e — Cult, x) <A SS(A) +e + Colt x). 
(12,42) 
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En efecto, las funciones 


g=} li) — e Cuu" y 4=— f(A) — e- Cw pr 


son no positivas en todos los nodos de Ta, 'icbido a la definición 
de Q, y a la selección de la constante C. Puesto que L(p) > 0 
y T(Y) > 0, las funciones e y Y toman sus valores mayores en 


Ta, + Por consiguiente, en los nodos de Ga, las funciones q y Y 


son no positivas y las desigualdades (12,42) se cumplen en todos 


los nodos pertenecientes a Ga, 


Si el punto (, 
en las desigual 


) es nodo de Ga, a partir de cierto n, pasando 
(12,42) al límite en este punto, obtenemos 


14) -¿—Cw S Uth) S NA) Het Uw. (13,42) 


Puesto que el conjunto de puntos que son nodos de Ga, a par- 
tir de cierto », es denso en todo punto de G y Ja función U(t, x) 
es continua en G, las desigualdades (13,42) se cumplen en cual- 
quier punto de G. Por consiguiente, 


F4)—=<< lim U(tx)< Tim Ur) <f4)+e. 
1 unaa 


ra 


Pero e > 0e: 


lo que se queria demostrar. 


bitrario, por eso lim U(t x) = f(A) que es 
terraa 


Lema 2. Scan (t,,x,) las coordenadas de un punto A que 
está sobre el lado lateral del cuadrilátero curvilínco G. Entonces 


lim U(t, x) = f(A), 


a+ 40 co 


ANEXO 495 


siempre que exista una función va(t, x) (barrera) con las si- 
guientes propiedades: 

1. va(t, x) está definida y es continua en los puntos: de inter- 
sección de G 4T con una vecindad de A y para los cuales t S t. 
Sea Q, el conjunto de puntos donde está definida va. 


2. va(4) = 0 y tall, x) > 0 en todos los puntos de Qa 
diferentes de A. 


3. L(v) <0 en todos los nodos de Ga, que pertenecen a Qa, 
cudndo n es suficientemente grande. 


Demostración. “upongamos que el punto 4 de coordenadas 
(t, x1) pertenece a la curva x = qu(t). Escojamos a > O tan 
pequeño que la región Da limitada por las rectas t = f, I= h — a, 
x= x, + ay la curva + = qu(1) esté contenida en Q4. 

Sea e > O un número pequeño arbitrario, Denotemos me- 
diante Q, una vecindad tan pequeña de 4 que 


lfa HAIE (14,42) 


para los valores de fa en todos los nodos de T, que pertenecen 
a Q,, aquí h es suficientemente pequeño. Sea C, una constante 
tal que Civa > 2 max |f| en todos los puntos de D, que no 


r E 
pertenecen a Q,. Igual que en el lema anterior, obtenemos que 
para n suficientemente grande 


F(A) —¿— Ciwa Su" <Í(A) +e + Ciwa (15,42) 


en todos los nodos de Ga que pertenecen a Da. Pasando al límite, 
cuando n > o, obtenemos de aquí, aplicando los mismos razona- 
mientos que en el lema 1, que 

lm U(t x) = f(4). (16,42) 


nat, 
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De las desigualdades (15,42) se desprende la existencia de una 


vecindad Q del punto 4 tal que en todos los nodos Ga, que perte- 
necen a Q tenemos 


Jur(t, x) — f(4) | < 2e, (17,42) 


si t L h. Se puede suponer que Q pertenece a Q.. 


Consideremos la función w = (4 — 41)* + 3(1— h). Sea 
C una constante tal que Cv > 2 max |f | en todos los puntos 


de G que no pertenecen a Q.y están sobre la recta 1 = h — 9, 
donde 3 > 0 es suficientemente pequeño. 

Del mismo modo que en el lema anterior, podemos probar 
fácilmente que en todos los nodos de Ga, que están sobre la recta 
1 = tı — ha se cumplen las desigualdades 


JIA) — 3e — Ciro S i" S $ (A) + 3e + Cato (18,42) 


siempre que las h, scan suficientemente pequeñas. Consideremos 
para ello los nodos en los cuales 1 > t: — hn Designémoslos 
mediante Ha, Probemos que la desigualdad (18,42) se cumple 
en los nodos de He que pertenecen a Fẹ y en los nodos Hn de la 
fila inferior, Para los nodos que están fuera de Q estas des- 
igualdades se cumplen, si n es suficientemente grande, debido a 
la selección de C+. Para los nodos que pertenecen a Q, estas des- 
igualdades se cumplen debido a (14,42) y (17,42) siempre que 
en estos nodos w > 0. Si en el nodo considerado de Q se tiene 
w < 0, las desigualdades (18,42) se cumplen para n suficiente- 
mente grande debido aque Czw > — e cuando t > tı — hn, si 
lin es suficientemente pequeño, y debido a las desigualdades 
(17,42). 
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Puesto que L(w) < O encontramos, igual que en el lema 
anterior, que las desigualdades (18,42) se cumplen en todos los 
puntos de H, sin excepción alguna. 

De estas desigualdades y con los mismos razonamientos del 
lema anterior, encontramos que 


lm UQ, x) = f(A). (19,42) 
MEETA 


te 


De (16,42) y (19,42) se desprende la afirmación del lema para 
los puntos 4 pertenecientes a la curva v q(t). Para los 
puntos 4 que se encuentran sobre la curva y qa(1) la demos- 
tración es análoga. 


Teorema. El primer problema de contorno para la ecuación 
de la conducción del calor 
ðu Qu 
ua 
tiene solución en la región G, si la frontera T verifica las siguientes 
condiciones: 


1. Para todo punto (t,, xı) de la curva x = qu(t) existe un 
número positivo k, tal que para t < ty t — i sificientemente 
pequeños se tiene 


el) — eb) > k(t — hY. 


2. Para todo punto (ta, x+) de la curva x = qu(t) existe un 
número positivo k, tal que para t < t, y ta —- t suficientemente 
pequeño, 

P(t) — Galt) < — ka(t — tz). 
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(Las condiciones 1 y 2 se cumplen, en particular, si q(t) y q(¢) 
verifican la condición de Lipshitz). 


Demostración. Es suficiente probar que, para estas condi- 
ciones, la función igual a (4) en T y a U(t, x) en G es continua 
en G +T. 

De acuerdo con los lemas 1 y 2 esta función será continua en 
G +T, si para todo punto Æ de las z= qalt) yr = glt) 
existe la función (barrera). Si el punto 4 de coordenadas 
(b, a) pertenece a la curva += qu(£), la barrera es la función 


donde a 


suficientemente pequeño y N > 0 es suficientemente grande, 
En el punto (ts, x2) de la curva v = qa(t) se puede tomar como 
barrera la función 


1 
SN o E ao O 
1 
donde “== ¿pas + f 
Vits VIFR 


Es evidente que para va se cumplen las condiciones 1 y 2 de 
lema 2. Para probar la condición 3 debe aplicarse en el punto 
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€, 2) la fórmula de Taylor y recordar que ca za Ea <0 


en una vecindad suficientemente pequeña del punto 4, si N se 
escoge suficientemente grande. 


7. Hemos probado que de cualquier conjunto infinito de fun- 
ciones u" se puede escoger una sucesión que converge en la región 
G a la solución del primer problema de contorno, si la frontera 
de la región G verifica; las condiciones indicadas en el teorema 
anterior, Es fácil probar ahora que toda la sucesión {u"} con- 
verge en la región G a la solución U(t, x) del primer problema 
de contorno. 


En efecto, en caso contrario habrán infinitas funciones u", 
un punto (F, 7) de G y un e > 0 tales que para toda función u” 
de este tipo 

Lef, z) — UG, ¥) | > e. 


Esto contradice el hecho que de cualquier conjunto intimto de 
funciones u” se puede escoger una subsucesión que converge en 
G a la solución del primer problema de contorno, que como hemos 
demostrado, es única. i 


Observaciones. 1. Las consideraciones de este epigrafe se 
cumplen también en el caso de la ecuación de la conducción del 
calor con cualquier número de variables independientes. 


2. El método de redes permite, del mismo modo que se hizo 
en este epígrafe, demostrar la existencia de la solución del pro- 
blema de Dirichlet para la ecuación de Laplace, 2 


13 1, G. Petrovski, Logros de las ciencias mat. VIII (1941), 
161 - 170. 
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$ 43, OBSERVACIONES SOBRE EL MÉTODO 
DE REDES 


El método de redes o, como más frecuentemente suele llamar- 
se, de las diferencias finitas, es el método más extendido de 
solución aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadas par- 
ciales, Especialmente ha sido desarrollado en los últimos años 
debido a la aplicación de las computadoras electrónicas modernas 
a los cálculos numéricos. 

Hemos dado anteriormente algunas aplicaciones del método 
de redes. En el $10 hemos descrito brevemente el método de 
las diferencias finitas para la solución aproximada del problema 
de Cauchy para sistemas hiperbólicos. En el § 16 se ha señalado 
la aplicación del método de redes a la solución numérica del 
problema de Cauchy para la ecuación de ondas. En el $ 36 hemos 
aplicado el método de redes para resolver aproximadamente el 
problema de Dirichlet para la ecuación de Laplace. 


El método de redes además de valor práctico tiene valor teóri- 
co. Permite demostrar la existencia de la solución de diferentes 
problemas de contorno y analizar las propiedades de estas solu- 
ciones, Siguiendo este camino hemos demostrado en el epigrafe 
anterior la existencia de la solución del primer problema de con- 
torno para la ecuación de la conducción del calor. 

En este epígrafe exponemos los conceptos principales rela- 
cionados con el método de redes. Para simplificar la exposición 
nos limitaremos al caso de dos variables independientes (t, x) y 
a problemas de contorno elementales para ecuaciones lineales en 
derivadas parciales. Consideraremos o bien el problema de Cauchy 
o bien el problema con condiciones iniciales y de contorno. 


1. La idea principal del método de redes consiste en sustituir 
la ecuación diferencial y las condiciones iniciales y de contorno 
por un sistema de ecuaciones algebraicas en diferencias finitas 
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que representan aproximadamente el problema de contorno plan- 
teado. 

Para ello en la región G del plano (¢, x), donde se busca la 
solución, se construye una red, es decir, un conjunto finito o 
numerables de puntos, que depende de uno o varios parámetros. 
Los puntos de la red se llaman nodos. Lo más frecuente es em- 
plear una red rectangular. Los nodos de esta red tienen las 
coordenadas (lo + nAt, xo + máx), donde (to, xo) es un punto 
del plano (t, x) y Aty Ar son parámetros positivos que se llaman 
pasos de la red respecto a £ y a x, respectivamente; n y m toman 
valores enteros. (Un ejemplo de red no rectangular ha sido dado 
en el $ 10 en el caso de un sistema hiperbólico de dos ecuaciones, 
En éste caso la red está formada por los puntos de intersección 
de las tangentes a las características). 


Supondremos que la región G, donde se busca la solución, es 
o bien una franja O < t < T o bien un rectángulo 0 < t < T, 
0< x <1. En ambos casos emplearemos la red rectangular. 
En el primer caso haremos fo = O y en el segundo lo = xo = 0 
1 A me 
y Ar = gy? donde M es un número entero positivo. 


Para abreviar convendremos en la siguiente denotación 
=A, h= Ar u = aus, mh). 


Llamaremos hoja n al conjunto de todos los puntos de la red 
con un mismo m. Para simplificar suponemos que + depende de 


h (y que lim = = 0) de manera que la red rectangular cons- 
aso 
truida se determina por el parámetro h solamente. 


Existen diferentes formas para construir las ecuaciones en 
ntan aproximadamente la ecuación 


«diferencias finitas que repre: 
diferencial en derivadas parciales. 
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La forma más simple consiste en sustituir cada derivada par- 
cial que figura en la ecuación diferencial por una combinación 
lineal de valores de u(t, x) en los nodos de la red que tiende, 
cuando h > 0, a la derivada correspondiente, Llamaremos a esta 
combinación lineal, aproximación en diferencias de la derivada 
correspondiente. 


Veamos algunos ejemplos. La derivada Ed se puede sustituir 


en el punto ? = ns, x = mh por cualquiera de las expresiones 
siguientes: 


Du _ ll di) — ult, 0) | umitim, 

w R diidak i Pues 
Du _ lt 0) — (La — hi) — Ma 

d a l a E, (2,48) 
Qu _ lt ah) — (bi — MY O umei ba 343) 
or ~ 2h ža 2h 5 


Estimemos el error de estas igualdades aproximadas. Em- 
Pleando la fórmula de Taylor tenemos: 


ult, 4h) —u(t, x) _ dult x) P h ult xr 0h) 


h dx 2 dat j 
u(t, x) —u(,x—h) _ dul, r) h Gult, x —0:h) 
h ðr 2 E j 
a) _ ulhs) W B'u(t, x + 0h) 
2h ðr + 6 o p 


donde 0 < 0, < 1,0 <% <1, |ù] <1. 
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La diferencia entre la derivada y su aproximación en dife- 
rencias se llama error de aproximación o resto. Si el error de 
aproximación para cierta función es O(A*) se dice que el orden 
“de aproximación de esta función es k, 


Si las derivadas que figuran en los restos son acotadas, el 
orden de aproximación de las fórmulas aproximadas (1,43), 
(2,43) es igual a 1, mientras que el orden de aproximación de la 
fórmula (3,43) es igual a dos. Se pueden construir fórmulas 

A u PO. 
aproximadas para dz con orden de aproximación tan grande como 
se quiera; estas fórmulas tienen una expresión más compleja, ya 
que contienen los valores de la función u(ż, x) en varios nodos 
vecinos de la red. 


jii n à Qu A 
Las aproximaciones en diferencias de S£ se construyen análo- 


gamente. Al sustituir por aproximaciones en diferencias las 
derivadas de órdenes superiores, se puede considerar la derivada 
de orden superior como una derivación sucesiva de u(/, w) res- 
pecto a £ y a x y aplicar sucesivamente las correspondientes 
operaciones en diferencia 


Asi,por ejemplo: 


t 


Dulhe) _ 9 f dulta 2) e de dr 


OL dx h $ 


1 ES hy alta) u(t, x) — u(t, x —h) ] E 


h h DN h 


u(t, x + h)—2u(t, x) + ult, x —h) 


he 


504 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


Hemos obtenido la fórmula aproximada 


Yu AR ul) lr 
q 7 h? 


(4,443) 


El error de aproximación para esta fórmula es 


he Drlt a + Oh 

2 ieai HIW = O(h), donde |0] < 1. 
Consideremos la ción diferencial lincal que queremos 

sustituir por una ecuación en diferencias finitas, èn Ja forma 


Lu) =f, (5,43) 


donde f = f(t, x) es una función dada y L(u) es una combi- 
nación lineal de la función incógnita u(t, x) y de sus derivadas 
parciales. Expresando en el nodo (t, x) las derivadas que figu- 
ran en L(u) por las aproximaciones en diferencias correspon- 
dientes y los restos, obtendremos la igualdad 


Talu) = f +00. (6,43) 


Aqui La(u) es una expresión en diferencias finitas, es decir, 
una combinación lineal de Jos valores de w en Jos nodos de la red; 
@ es el error de aproximación para la ecuación diferencial (5,43), 
definida por la igualdad 


a = La) biu (7,43) 


Despreciando en el miembro derecho de (6,43) el error de 
aproximación ap, obtenemos una ecuación aproximada en diferen- 
cias finitas Ez, 

La(u) = f. (8,43) 


(Aquí y en lo sucesivo w es la solución de la ecuación en 
diferencias finitas). 
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Para construir la ecuación aproximada en diferencias finitas 
se emplea también frecuentemente el método de coeficientes 
indeterminados. En este método no se aproximan las derivadas 
que figuran en la ecuación diferencial (5,43) sino todo su miem- 
bro izquierdo L(u). Para ello se forma una combinación lineal, 
con coeficientes indeterminados, de los valores de u en un conjunto 
de nodos. A continuación, todos estos valores de u se expresan, 
usando la fórmula de Taylor, mediante los valores de la función 
u y de sus derivadas en un punto (t, x) que puede no pertenecer 
a la red. Se obtiene una expresión lincal respecto a la función 
u(t, x) y sus derivadas. Después, los coeficientes indeterminados 
se escogen de manera que la expresión obtenida difiera de Z (u) 
en el punto (t, x) solamente en sumandos que tiendan a cero- 
cuando h > 0. 


Veamos un ejemplo. Aproximemos la ecuación 


(9,43) 


mediante los valores de en los nodos 
(nx, mh), (n7, (m + DI), (+ Dr, mh), 
((a + Ds, (m + 1)h). 


Tomamos el punto (t, x) en el centro del rectángulo cuyos 
vértices son estos nodos. Para simplificar los cálculos tomaremos 
el origen de coordenadas en el punto (t, x). Pongamos 


Biu) = au ( 7 7) + bu ( 55) + 


1032) 10(3.-4) 


donde a, b, c, d son coeficientes indeterminados. 
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Según la fórmula de Taylor tenemos 


Talu) = 
= (a+b +c +d) u (0,0) + 
+2 —a—b+ e+ d) Š (0,0) + 
+ ago +0 200 + 
¿aorta 0.0) + 
+ he iE (0.0) + 


h? Du 
Fg UTO e Oga Vp 


(los puntos suspensivos representan términos de orden superior 


respecto a + y h). Comparando La(u) con 1.(w) e igualando los 
coeficientes de las derivadas respectivas, obtenemos las tres ecua- 
ciones siguientes: 


a+b+c+d=0; —a—t+e+i=2; 


—a+byeood=— (10,43) 


zj» 


Completemos las ecuaciones (10,43) con 
a—b+c—d=], (11,43) 
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y determinemos a, b, c, d como la solución del sistema de ecuacio- 
nes algebraicas (10,43), (11,43). Entonces la expresión de L,(u) 
coincidirá con L(u), salvo los términos representados por los 
puntos suspensivos que tienden a cero cuando h > 0. 


Volviendo al sistema inicial de coordenadas, obtenemos la 
siguiente ecuación en diferencias que representa aproximadamente 
la ecuación (9,43) : 


(ARHAR) — (Aha H a) 


Lia) = X% — 
(ENNA ahaa) — (AR a) 
=— E A 0. (12,43) 


Observemos que la ecuación (12,43) se puede obtener-por otro 
camino, En efecto, el primer término del miembro izquierdo de 
esta ecuación se puede representar así: 


En esta expresión, el primer sumando aproxima —con un 


error «de O(s*)—-el valor de E en el punto ((a + 4) + 


(m + 1) h); el segundo sumando, con el mismo error respecto 


a 5, aproxima x en el mismo punto ((» + 4) 7, mh). Es 


a ia a ju 
fácil probar que toda esta expresión aproxima a en el punto 


Ca + 34) 5, (mn +1) h) con un error de O(3) -+ 0(1%). 
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Análogamente se comprueba que el segundo sumando en el 
miembro izquierdo de (12,43) aproxima —con el mismo error— 


el valor de — a en ((n +4) + (m +4) A). Por lo tanto, 


el miembro izquierdo de (12,43) aproxima el miembro izquierdo 
de (9,43) con un error de O(7*) + O(h). 

Veamos algunos ejemplos de aproximaciones en diferencias 
finitas para los miembros izquierdos de algunas ecuaciones dife- 
renciales en derivadas parciales (en los paréntesis señalamos el 
orden del.error de aproximación a, con respecto a 7 y h). 


D LG) == 2e a ze =0; (13,43) 
A da e 
La(u) = Pao SS a (a =0(5) + O(h)); 
(14,43) 
2 O A 
La(u) == == SÉ E (a =0() + O(h)); 
(15,43) 
Lau) = Aa” A pas A 
(a. =0(+%) + O(h)); (16,43) 
Dali (uni — tim 1) H ón — tim) 


21 


Cit +1 — Mt Y Elena! (a, = Ot) + (IP). 


(17,43) 
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du ă Fu 
2) L(u) = ga T 0; (18,43) 
Litio e tare iat ea 
X h 
(a, =0(7) 4-0(1));5 (19,43) 
e nsr on nei ymsi nea 
Tü) Um es uoc + im- (20,43) 
(a= 0 (1) + 0(1)); 
B nei on nea neij nra 
AOE Um =" > A + ttm-3 4 
tim + 1 — Zi H iin -a 
+ a] (21,43) 
(2, =0(+) + 0(15))5 
PR nsi oon moni 
Tw =d E ll 2 
Uni 2 Fiaa 
hë 
(2 =0(7%) + 0(1));5 (22,43) 
4 mero n-1 n si s 
La(u) Um ze Me tni (23,43) 


(aa = 0 (3°) +0 (h°)). 
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3) (24,43) 


AA ass, 


(a =0(+) + 00); 


, ET 
Y — Rum + tm 


Luna amo 


2 hè 


+ 


izquierdos de tas ecuaciones diferenciales correspondientes, o bien 
sustituyendo las derivadas por las fórmulas del tipo (1,43) — 
(4,43) (y por fórmulas análogas para las derivadas respecto a t) 
o bien por el método de los coeficientes indeterminados. 


jemplos considerados hemos estimado cl valor abso- 
luto del error de aproximación. Suponíamos, además, que la 
solución de la ecuación diferencial es tan suave que se puede 
representar mediante la fórmula de Taylor hasta término del 
orden necesario, y que las derivadas que figuran en el resto son 
acotadas, Cuando la solución es menos suave el error de aproxi- 
mación puede ser de orden menor. 


Para obtener un problema de contorno en forma de diferencias 
finitas, es necesario sustituir por ecuaciones en diferencias fini- 
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tas, además de la ecuación diferencial, las condiciones iniciales 
y de contorno. Si en estas últimas no figuran las derivadas de 
la solución, las condiciones de contorno dadas determinan directa- 
mente, cuando la red rectangular se ha escogido del modo señalado, 
los valores de la fun incógnita en los nodos correspondientes 
de la frontera. Si en las condiciones de contorno figuran deri- 
vadas de la funci incógnita, éstas se pueden sustituir por 
aproximaciones en diferencias, según hemos señalado anterior- 
mente, En este caso se obtienen condiciones de contorno en 
diferencias que con cierto error aproximan las condiciones de 
contorno de la ecuación diferencial. Existen también otras, 
maheras de aproximar las condiciones de contorno, 


Veamos,un ejemplo. Supongamos que se quiere sustituir por 
una ecuación en diferencias la condición de contorno 


lu) = A(t) u (t, 0) + ta, 0) = C(t). 


La forma más simple es sustituir ES (t, 0) por la expresión 
u(t, h) — u(t, 0) 


7; Obtenemos la condición de contorno en dife- 
h 


rencias 


Bla) = A (m) a, + B (m) EP 


I a C (nt). 


El error de aproximación, es decir, la diferencia (u) — P(w), es 


Bug — urp ur 


E obten- 


O(h). Si en lugar de z (1, 0) tomamos 


dremos una aproximación más precisa: /(u) — T(u) = O(h). 
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cribamos la ecuación en diferencias que aproxima la ecuación 
diferencial, y las ecuaciones en diferencias que aproximan las 
condiciones iniciales yde contorno y señalemos el conjento de 
valores que toman m y n» en estas ecuaciones. El sistema obte- 
nido de ecuaciones algebraicas se llama esquema en diferencias 
del correspondiente problema para la ecuación diferencial en 
derivadas parciales. 


Los esquemas en diferencias para problemas del tipo que esta- 
mos considerando, se distinguen por el número de hojas que figu- 
«ran en la ecuación en diferencias que aproxima la ecuación 
diferencial; se habla respectivamente de esquemas de dos hojas, 
tres hojas, etc. Esquemas de dos hojas se obtienen, por ejemplo, 
mediante las expresiones en diferencias (14,43), (15,43), (17,43), 
(19,43), (20,43) y (21,43). Las fórmulas (16,43), (22,43), 
(23,43), (25,43), (26,43), llevan a esquemas de tres hojas. 
Cuando un problema ton condiciones iniciales se resuelve median- 


te un esquema de dos hojas, es suficiente dar los valores de % 
en la hoja inicial (n = 0). En el caso de esquema de tres hojas 


es necesario dar los valores de en los nodos de las dos hojas 
iniciales vecinas (n = 0 y n = 1). 


-Si los valores de la función incógnita en la hoja n + 1 se 
pueden expresar directamente —usando las ecuaciones en dife- 
rencias del esquema— mediante los valores de esta función en 
las hojas anteriores, el esquema en diferencias se llama explícito. 


En el caso en que para determinar im'' se tenga que resolver 
cierto sistema de ecuaciones, se dice que el esquema en diferencias 
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es implícito, Las fórmulas (17,43), -(20,43), (21,43), (22,43), 
(26,43) llevan a esquemas implícitos, 1 


Introduzcamos las siguientes denotaciones, Las condiciones 
iniciales y de contorno para la ecuación L(w) = f se escribirán 
en la forma 


li(u) =q1, i= 1,2, ..., p (condiciones iniciales) ; (27,43), 
ku) =g i=)+1,p+2,. 


., $ (condiciones de frontera). 
(27,43): 
Aquí qi son funciones dadas, definidas en ciertas partes de la 
frontera de la región G, y l;(u) son combinaciones lincales de la 
solución u que se busca y de sus derivadas. Las condiciones inici: 


les y de contorno para un esquema en diferencias se escribirán 
en la forma: 


Tala) = Pim i= 1,2, ..., p (condiciones iniciales); — (28,43) 


, $ (condiciones de frontera). 
(28,43): 


Tala) = em i= pl, p+2, 


Los valores de la solución aproximada en los nodos de la red, 


es decir, las cantidades ñà, se pueden considerar como compo- 
nentes de up vector en un espacio lineal cuya dimensión se deter- 
mina por el número de nodos que figuran en la red. Este vector 
se denotará ñy. 


131 Un método útil de solución de los sistemas de ecuaciones que apare- 
cen al emplear esquemas implícitos en diferencias se expone en el libro: 
LS, Berezin y N. P. Shidkow, Métodos de cálculo, Fiematgur, 
1959, volumen I], cap. 10, $ 6. 
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Los miembros derechos de las ecuaciones en diferencias que 
aproximan la ecuación diferencial, y los miembros derechos en 
diferencias que aproximan las condiciones iniciales y de contorno 
forman un vector, que se denotará Fa. Mediante Ra designaremos 
la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones que cons- 
tituyen el esquema en diferencias. En estas denotaciones el esque- 
ma en diferencias, es decir, las ecuaciones (8,43) y (28,43), se 
puede representar así: 


Ra, = Fa. (29,43) 


El error de aproximación del esquema en diferencias (29,43), 
para la solución dada u(t, x) del problema de contorno (5,43), 
(27,43), es la diferencia Ryu — Fa = ra. 


Desde el punto de vista de las aplicaciones, lo más importante 


es estimar la diferencia w — Ta entre la solución exacta y la apro- 
ximada. Esta diferencia está definida solamente en los nodos 


de la red. Para estimar ra y u — Ta es natural recurrir al con- 
cepto de norma en un espacio lineal. En las estimaciones del error 
de aproximación ra que se han hecho anteriormente, se ha em» 
pleado, de hecho, la siguiente definición de norma del elemento 


w= [a] 


(læ [le = sup |e (30,43) 


Sin embargo, resulta necesario considerar también otras nor- 
mas “integrales”. Damos ejemplos de estas normas en el sub- 
epígrafe 5. Estas normas se emplean, en particular, en los casos 
en que el valor absoluto del error de aproximación no tiende a 
cero, cuando h => 0, o incluso crece indefinidamente en algunos 
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puntos, pero es pequeño en cierto sentido “integral”, por ejemplo, 
según la media. 


Para medir la diferencia u — 4, también se pueden emplear 
diferentes normas, A 

Supongamos que hemos introducido” ciertas normas para ra y 
u — in (estas normas, en general, son diferentes). Hagamos 
dos definiciones importantes. 

I, El esquema en diferencias (29,43) aproxima el problema 
de contorno (5,43), (27,43) a la solución u(t, x) de este mismo 


problema, si el error de-aproximación rą tiende a cero cuando 
h — 0; si rn = O (hë) se dicé que el orden de aproximación es ho 


II. Se dice que el esquema en diferencias (29,43) converge 
para la solución u(t, +) del problema de contorno (5,43) y (27,43), 


iu — 1 = 
4- 

En estas definiciones se supone que ra y u — în tienden a cero 
en el sentido de las normas correspondientes; en el mismo sentido 


si la diferencia u — ma tiende a cero cuando h > 
= O(1), decimos que el orden de convergencia e: 


se entienden las igualdades ra = O (%*) y u — Ur = O (hu) (por 
ejemplo, la igualdad ra = O (4°) significa que || r» || 1% < C, 
= const.). 


2. Existen ejemplos sencillos que prueban que no todo esque- 
ma de aproximación es convergente aun cuando la solución exacta 
sca muy suave. 


Consideremos el siguiente problema de Cauchy 


_ Qu dam. 
L(u) = CON 0; (31,43) 


u(0, z) =q(4), — o < r< o. 
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Supongamos que (+) tiene derivada acotada de segundo orden, 
Entonces la solución exacta w(£, x) = (x + t) de'este proble- 
ma tiene derivadas parciales acotadas de segundo orden. Por eso 
el esquema en diferencias 


= in — üm  üa—üm-ı 
Lafi) = E E E 0, 
ün = 9(mh) (32,43) 


n 
(»=0, ¡PA [5] -neson 0) 
z 


aproxima el problema, (31,43) con un error de O(1) + O(h) 
(en el sentido de la norma (30,43) ). 


Probemos que el esquema en diferencias (32.43) no converge 
cualquiera que sca la relación entre + y hh. De las ecuaciones 


(32,43) se sigué que el valor de la función a en el nodo (t + 
+ s, 1) se determina por sus valores en los nodos (f, # — A) 
y (f, x). Consideremos cierto modo (to, xo). Es fácil ver que 


el valor Ha(to, xo), encontrado de acuerdo con (32,43), se deter- 
mina univocamente por los valores de ¿(+) para x < xo. Por 
otro lado, el valor de la solución exacta z(t, 1) en el punto (to, £o) 
es q(x0 + to), es decir, se determina por los valores de ¿(x) 
Para Y > Yo. 


Sea q(x) = O cuando x < xo y ọ(x) > 0 para x > Zo, 
Entonces tin(to, x) = 0 para toda x < xo y, sin embargo, 
Ulla x) = (F + to) AO si so — to < £ < co, Por consi- 
guiente, en la región [1 — t < x£ < xo 0 < t< o} la dife“ 
rencia 4 — ñ, entre la solución exacta del problema de Cauchy 
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(31,43) y la solución de las ecuaciones en diferencias (32,43) es 
positiva y no depende de hh. Por lo tanto, esta diferencia no puede 
tender a cero cuando h > 0. 

Consideremos ahora un esquema en diferencias que por su 
forma es muy parecido a (32,43) 


La Ga) = 2 (3343), 
ue, = p(mh); (33,43)a 
> 
( =0L.. +) —-1;m=0 1 a)i 
Demostremos que, si 5 = ¢ Ş 1 (c = const.), este esquema 


converge (en el sentido de la norma (30,43) ). 
Sea as = La(u) — L(u). Como 1.(u) = 0, tenemos 


Talu) = as. (34,43) 
En virtud de la estimación (15,43) para æn y la condición 
== const. tenemos a, = O(h), es decir, a, converge uniforme- 


h 


mente a cero, cuando h — 0. 
Empleando (33,43) y (34,43), obtenemos para la diferencia 


4 — Un = Va la ecuación 


Talon) = a (35,43) 
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con la condición inicial 2%, = 0. Resolviendo (35,43) respecto 
a Un ', encontramos 


.r 


a = san (lc) ua q Um (36,43) 


Sca Va = sup [e | a = sup a] = = 0(h). De (36,43) 


-a<m<o 


ATA (+=0.1,... 1-1) 


Sumando estas desigualdades según # de O hasta N — 1, donde 
Ns ŞT, y tomando en cuenta que Ve = 0, obtenemos la relación 


Vy < AT = O(h). (37,43) 


tenemos 


De aquí se sigue que fa — u converge uniformemente a cero en 
la franja (0< t < T, — 0 < x < 00) y que w — ñ = O(h). 


Señalewos que la condición e = £ < 1 es importante para 
i 


la convergencia del esquema en diferencias (33,43). Sic > 1, 
el esquema (33,43) no converge y esto es fácil de probar de 
modo análogo al que hemos usado para el esquema (32,43). Por 
lo tanto, la convergencia del esquema depende no sólo de la forma 
de las ecuaciones en diferencias sino también de cómo se escoge 
la relación entre los pasos de la red. 


3. Al demostrar la convergencia del esquema en diferencias 
(33.43) hemos considerado, de hecho, sólo dos propiedades de 
este sistema. Por un Jado, basándonos en que el esquema (33,43) 
es de aproximación, hemos obtenido que la solución exacta del 
problema de Cauchy (31,443) verifica la ecuación en diferencias 
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(34,43) con el miembro derecho a, que tiende a cero, cuando 
h => 0. Por otro lado, nos hemos basado en que la diferencia 
Y, entre la solución de la ecuación (34,43) y la solución de la 
ecuación (33,43),, con la misma condición inicial, tiende a cero, 
cuando æ, > 0. Este resultado, que establece la dependencia con- 
tinua entre la solución de la ecuación en diferencias (34,43) y el 
miembro derecho, ha sido encontrado mediante la desigualdad 
(37,43). De (37,43) se sigue que [vw] < e si | æa | < 2 donde 
3 > 0 depende de e, pero no depende de h. 

En el ejemplo considerado el error de aproximación aparce 
solamente en la ecuación en diferencias que aproxima la ecuación 
diferencial, otros casos, el error de aproximación figura 
también en las ecuaciones en diferencias que representan aproxi- 
madamente las condiciones iniciales y las de contorno. Por eso, 
al demostrar la convergencia, es necesario estudiar cómo depende 
la solución del esquema en diferencias no sólo del miembro dere- 
cho de la ecuación (8,43) sino también de los miembros derechos 
de las condiciones iniciales y de contorno (27,43). 

Por analogía con la definición del problema de contorno correc- 
tamente planteado para una ecuación diferencial (véase $ 8) se 
habla de esquema en diferencias correcto, 


El esquema en diferencias (29,43) se dice correcto si para 
todo h positivo suficientemente pequeño (0 < h < ho) y cual- 


quier miembro derecho Fa, existe una solución única Wa de la 
ecuación (29,43) que depende continuamente de Fa de manera 
que esta dependencia continua es uniforme respecto a A. Lo últi- 
mo significa que para todo e > 0 existe un 3 > 0, que no depende 
de h, tal que si Pa sufre una variación no menor que 3 (en el 


sentido de cierta norma) la variación correspondiente de 4, no es 
menor que e (en el sentido de cierta norma, en general, diferente 
de la anterior). 
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De las definiciones que hemos dado se puede inferir la siguien 
te afirmación general: escogiendo convenientemente las normas 
que figuran en las definiciones de aproximación, convergencia y 
corrección, las soluciones de un esquema en diferencias correcto 
convergen, cuando 4 > O a la solución del problema de contorno 
para la ecuación diferencial, siempre que esta solución exista y 
el esquema en diferencias la aproxime. 


Hemos dado la demostración de esta afirmación al considerar 
«l ejemplo del esquema (33,43). La demostración cs análoga 
en el caso general y, además, el problema de contorno (5,43), 
(27,43) puede ser lineal o no lineal. Se puede probar que, cuando 
el problema de contorno es lineal, el orden de convergencia es 
igual al orden de aproximación. Esto permite justificar el méto- 
do sencillo, frecuentemente usado en la práctica, de estimar el 
error de la solución aproximada comparando las soluciones apro- 


imadas Tn correspondientes a diferentes h. Todos estos problè 
mas se exponen detalladamente en el libro de V. S. Riabenki y 
A. F, Vilippov “Sobre la estabilidad de las cevaciones en dife- 
rencias”, Gostiejizdat, 1956. 


4, Según la definición dada ameriormente del esquema en 
diferencias correcto, la solución de este esquema depende conti- 
muamente (y además uniformemente respecto a h) del miembro 
derecho f de la ecuación en diferencias (8,43) que aproxima la 
ecuación diferencial, de los miembros derechos gu(i= 1, ..., $) 
de las condiciones iniciales (28,43), y de los miembros derechos 
quli =p + 1, ..., s) de las condiciones de contorno (28,43). 
Cuando se estudia si es correcto un sistema en diferencias lineal, 
es suficiente estudiar la dependencia de la solución respecto a 
uno de estos tres factores por separado. Si la solución del esque. 
ma en diferencias existe para cualesquiera qu( i = l, ..., $) 
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y depende continuamente (y uniformemente respecto a h) de 
Pali = 1, ..., p), se dice que el esquema en diferencias es esta- 
ble respecto a las condiciones iniciales. Análogamente se habla 
de estabilidad respecto al miembro derecho de “la ecuación en 
diferencias que aproxima la ecuación diferencial, y de la estabi- 
lidad respecto a las condiciones de contorno. Es evidente que 
un esquema en diferencias lineal, que es estable respecto a las 
condiciones iniciales, los miembros derechos y las condiciones de 
contorno, es correcto. 

Actualmente no se han encontrado aún métodos lo suficiente- 
mente generales para estudiar la estabilidad de los esquemas en 
diferencias. Generalmente lo más fácil es investigar la estabi- 
lidad respecto a las condiciones iniciales. Se puede probar que 
para una clase amplia de esquemas, la estabilidad respecto al 
miembro derecho se desprende de la estabilidad respecto a las 
condiciones iniciales. La estabilidad respecto a las condiciones 
de contorno se ha estudiado hasta ahora muy poco. 

Veamos sobre la base de algunos ejemplos, varios métodos de 
análisis de la estabilidad respecto a las condiciones iniciales. 


Sea èa = (20% } la variación de la solución ñm del esquema 


en diferencias lineal (8,43), (28,43) originada por la variación 
dga (i = 1, ..., p) de las condiciones iniciales (28,43),.. Es 


fácil comprobar que žu es la solución del siguiente esquema en 
diferencias: 


La (8n) 


Ta(8%) =m i= 1, ..., p (condiciones iniciales) ; (38,43) 


In(0%) =0,i=p+1,...,s (condiciones de frontera). 
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Por eso al estudiar la estabilidad respecto a las condiciones 
iniciales podemos limitarnos a considerar esquemas del tipo 
(38,43). Para abreviar la denotación escribiremos en lo suce- 
sivo tip en lugar de 3d. 

Consideremos de nuevo el esquema (33,43). La desigualdad 
(37,43) indica que este esquema es estable respecto al miembro 


derecho siempre que c Probemos que si e < 1, este 


esquema es estable también respecto a las condiciones iniciales en 
el sentido de las normas 


“j| = ai iell = h) |. 

laji = sup [am], ¿Jo ]] = sup Lech) | 

Pongamos Un = sup |f» |. De (33,43) tenemos 
> 


mm = (1 — c) Mm + Cmos 


De aqui encontramos que Un, 1 < Un para c < 1 y, por consi- 
guiente, Un < Uo (" = 0, 1, ..., (+ ). Por eso || m [| < 6 
si Ile |] < e. Con esto queda demostrada la estabilidad respecto 


a las condiciones iniciales cuando ¢ < 1. 


Probemos ahora que si c = 1 + p, donde p > 0, el esquema 
(33,43) no es estable respecto a las condiciones iniciales. Sea 
1, = (— 1)" e. Se comprueba fácilmente que la solución tiene, 
en este caso, la forma 


an = (— A 
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Para todo t = nz fijo la solución crece infinitamente y, además, 


más rápido que cualquier potencia de 1, cuando h > 0, ya que 


$ = In (1424) 
üm | = e (1 -+ 24)” = ec”, donde K = ——_——, 
| 2m | E 


Consideremos el siguiente ejemplo: el problema de Cauchy 
para la ecuación de la conducción del calor (18,43). Construimos 
el esquema en diferencias de acuerdo con (19,43). Pongamos 
ES A ne mi 4 e, 

= = e Resolviendo respecto a fm > la ecuación en diferencias 


Ta 


Laia) = 0 correspondiente, obtenemos 


n= chasi + (1 — 20) Mm + ca-i (39,43) 


Si e < 4, todos los coeficientes del miembro derecho de 
(39,43) son no negativos y su suma es igual a uno. De aquí, 
igual que en el ejemplo anterior, se deduce que la cota superior 
del valor absoluto de la solución no aumenta cuando pasamos de 
nan- l. Por lo tanto, el esquema en diferencias, construido 
de acuerdo con (19,43), es estable respecto a las condiciones 
iniciales cuando ¢ < 3. 


Sic=3 + p donde p > 0, el esquema en diferencias consi- 
derado no es estable respecto a las condiciones iniciales. Para 


demostrar esta afirmación pongamos de nuevo ía = (— 1)% e; 
después de cálculos sencillos, obtenemos 


re 
[Um | = e (4e — 1)" =ee*, (40,43) 
dnek SEAU EO pii 


1+ 2y 


524 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


La demostración de la estabilidad de los esquemas en dife- 
rencias respecto a las condiciones iniciales, en los ejemplos consi- 
derados, se basaba solamente en que la suma de los módulos de 


los coeficientes que figuran en las fórmulas que expresan da o 
mediante los valores de la solución en los nodos de la mésima 
hoja, no es mayor que uno. Esta suma de los módulos de los 
coeficientes se denomina índice del esquema en diferencias. Para 
que el esquema sea estable respecto a las condiciones “iniciales es 
suficiente que el índice del esquema sea mayor que 1 + C s 
donde C es una constante, En efecto, en este-caso para cualquier 
t=ni<T 


A 
sup | aa | <(1 + Co)" sup | a] S e° sup |an |, 
” a > 


de donde se deduce la estabilidad respecto a las condiciones 
iniciales. 


En algunos casos, para investigar la estabilidad respecto a las 
condiciones iniciales, se pueden emplear propiedades análogas 
al principio de máximo para las soluciones de la ecuación de la 
conducción del calor. Consideremos como ejemplo el esquema 
eu diferencias ' 


dna dig pali 
z h j 
at = ar =O, da = p(mh) 


(+=01..[2]-1:m=1,2...M-1) 
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que aproxima el primer problema de contorno a la ecuación de la 
conducción del calor en el rectángulo {0 < t < T, 0 < x < 1} 
con las condiciones 

u(0, x) = q(x); ult 0) = u(t, 1) = 0. a 43) 
Según el lema del 2 del epígrafe 2 tenemos que sup 195. < 
< sup [an m | para cualquier valor 7, = Z (ya que la demostración de 
A 


este lema no depende del valor de È). De aquí deducimos que 


el esquema considerado es dd respecto a las condiciones ini- 
ciales cualquiera que sea + 
Además de métodos particulares, que emplean de modo esen- 
. cial propiedades especiales de uno u otro esquema en diferencias, 
existen dos métodos generales para investigar la estabilidad res- 
pecto a las condiciones iniciales: método de separación de varía- 
bles (para problemas de contorno con condiciones iniciales y de 
contorno) y método de la integral de Fourier (para el problema 
de Cauchy). 
Veamos algunos ejemplos de aplicación del método de separa- 
ción de variables. 
Consideremos el esquema en diferencias 


nei n nsi msa 


in — im biosa Fin- a 
z 2 3 
on ca o al 
+ a (42,43). 
O CEE 
a= O, 1, =0, a = q(mh) (42,43)2 


(+ =0, E eo 14] A=12 
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que aproxima el primer problema de contorno a la ecuación de 
la conducción del calor (18,43) con las condiciones (41,43). Por 
analogía con el método de separación de variables aplicado a una 
ecuación diferencial, buscaremos la solución de la ecuación 
(42,43), que verifique las condiciones de contorno nulas y tenga 
la forma 

as = T(n) X (m). 


Sustituyendo en (42,43), y separando las variables, obtenemos 


2r T(n+1)— T(n) 


r TFET 


| X(m4 1) —2X(m) +X(m—1) _ 
A OS (48343) 


donde A no depende de 2 ni m. Para hallar A y X (m) tenemos el 
siguiente problema de contorno en diferencias, análogo al pro- 
blema de Sturm-Liouville (véase $ 20): 


X(m +1) —2X(m) + X(m —1) =2X(m) (44,43) 
(m=1,2,...,M—1), 

X(0) = X(M) =0. (45,43) 

Es natural que denominemos valores propios a los valores de 

à para los cuales existe una solución no trivial del problema 


(44,43), (45,43) y a las soluciones no triviales X(m), funciones 
propias. 


Busquemos la solución general de la ecuación (44,43). Para 
ello —por analogía con el método conocido para la solución de 
cevaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes — 
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busquemos primero soluciones particulares de la ecuación (44,43) 
de la forma 


X(m) =  = emh — q”, donde q = œ, 


Para q encontraremos de (44,43) la llamada ecuación caracte- 
rística 3 
E=(2+M4+1=0. (46,43) 


Sean q y qu las raíces de la ecuación (46,43) y sea q, 34 que 
Entonces cualquier solución de la ecuación (44,43) se puede 
representar en la forma X(m) = Cig? + Cag? , donde C, y Ca 
son constantes. En efecto, es fácil probar que toda función de 
este tipo verifica la ecuación (44,43). Además, de (44,43) se 
desprende directamente que cualquier solución de esta ecuación 
se determina univocamente si se dan los valores de X(m) en dos 
puntos vecinos: X (mo — 1) = a, X(mo) = b. Pero estas con- 
diciones se pueden satisfacer si se escoge C, y C¿ como solución 
del sistema 

Ciq™ i + Cg’ = a, 


Cge + Cag = b, 


que es, evidentemente, compatible para cualesquiera a y b ya que 
Q dq. 


Del mismo modo se puede probar que cuando q, = q = q, 
cualquier solución de la ecuación (44,43) se representa en la 
forma X(m) = (C, + Com)q”. Es fácil comprobar que si una 
función de este tipo verifica las condiciones de contorno (45,43), 
la misma es idénticamente nula. Por eso buscaremos la solución 
del problema (44,43), (45,43) en la forma X(m) = Cig” + 
+ Cag”, donde q, % q+. 
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Pongamos q, = q; entonces ge = 9”, ya que qiga = 1. Por 
lo tanto, X(m) = Cå" + Caq™. De la condición de contorno 
X(0) = 0, encontramos que Cy = —C, y 


X(m) = Gl — q”). (47,43) 


La segunda condición de contorno X(17) = 0 nos lleva a la 
ecuación 


de donde 


2M — 1. (48,43) 


Tomando C, = > obtenemos de (47,43) y (48,43) M — 1 


funciones propias 


. M—l. (49,43) 


(Los demás valores de k señalados en (48,43) llevan a las mis- 
mas funciones propias, pero con el signo cambiado). Los valores 
propios correspondientes se encuentran mediante la relación 
A = q + q — 2 que se desprende de la ecuación (46,43) de 
acuerdo con el teorema de Vieta; obtenemos 


k 
W= 4 sen? Sgi SS E RE” ES N (50,43) 
Las funciones propias (49,43), consideradas en los nodos 
(+= mh, m = 1,2, ..., M— 1) dela red son, debido a (44,43) 
y (45,43), vectores propios de la matriz real simétrica formada 
por los coeficientes de las ecuaciones (44,43). Puesto que.todos 
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los valores propios (50,43) son diferentes, las funciones propias 
(49,43) son linealmente independientes. Y constituyen una base 
en el espacio lineal (M — 1) -dimensional, formado por las fun- 
ciones {f(x} que se consideran solamente en los nodos (+ = mh, 
m=1,2, M — 1) de la red. 


Introduzcamos en este espacio el producto escalar 


ar 


gh =h e f(mh) g (mh): (51,43) 


mí 


Como se sabe del álgebra, las funciones propias (49,43) 
son mutuamente ortogonales en el sentido del producto escalar 
(51,43), es decir, (Xx, Xı)a = 0, si k 41.0% Es fácil ver que 
(Xi Xu) = 3. Por eso el sistema de funciones 


rkm 


Zum) = = vZ sn — an 


k=1,2,... M — 1, (52/43) 


forma una base ortonormalizada en el espacio de funciones en 
la red, 


Busquemos ahora las funciones Tk(») (k = 1, 2, ..., M — 1). 
14320 
Ten + 1) = —— Teln). 
1 Ga 0 
De aquí 
Ta(n) = A(s)", (53,43) 


185 Véase, por ejemplo, T. M. Gelfand, Lecciones sobre el álgebra 
lineal, Gostiejizdat, 1951, p. 121. 
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donde 


(54,43) 


y «lx es una constante arbitraria, Observemos que |s| < 1, 
ya que dx < 0, 

Siguiendo la idea principal del método de separación de varia- 
bles, buscaremos la solución del problema de contorno en dife- 
rencias (42,43) en la forma 


EN 
a= y a(s)" X(n), (55,43) 


ren 
donde az son constantes que deben escogerse de manera que se 
cumpla la condición inicial 22 = o(mh). Para ello debemos 
tomar ak = (q, PAM 

De la igualdad (55,43) obtenemos 


Ae 
(0 = Y af [alo 
T 


ya que las funciones X(m) forman un sistema ortonormalizado, 
En particular, tomando 1 = 0, encontramos 


dis 
mm=(m=) la. 


kez 
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De aquí (8%, 1"), <:(9, ga sin > 0, ya que |s| < 1. Esto 
prueba que la solución es estable respecto a las condiciones inicia- 
les, siempre que la variación de las condiciones iniciales se mida 


con la norma Y(g, ẹ): y la variación de la solución con la norma 
sup v (a, a». 
De modo análogo, el método de separación de variables per- 


mite estudiar los siguientes esquemas en diferencias para el mismo 
problema de contorno (18,43), (41,43) : 


y EA A 
> K $ (56,43) 
m=0=0, ün = p(mh). 
p a L i—i t ima, 
) y 7 hë i (57,43) 
a = üy = 0, ün = p(mh). 


Recomendamos al lector demostrar que el esquema en dife- 
rencias (56,43) es estable respecto a las condiciones iniciales cuales- 


z 

quiera que scan los valores de È y que el esquema (37,43) es 
Mies 

estable si E < 7 


Hemos investigado: ya el esquema en diferencias (56,43) 
aplicando el principio de máximo (con normas escogidas de otra 
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forma), y también hemos obtenido la estabilidad respecto a las 
condiciones iniciales sin restricción alguna sobre la cantidad e 


Las ecuaciones en diferencias que figuran en el esquema (57,43) 
fueron consideradas anteriormente para el problema de Cauchy y 


encontramos que el esquema en diferencias correspondientes 


AO 4 
es estable respecto a las condiciones iniciales si F < ¿4 y no es 


+09 >0 


< 
estable si — 
h 


En el último caso tampoco es estable el esquema en diferencias 
(57,43) que aproxima el primer problema de contorno, Para de 


mostrar esta afirmación es suficiente tofar g(mh) = € Xy -1(m), 


donde Xy - (m) se determina de acuerdo con (52,43). La solu- 
ción correspondiente de las ecuaciones (57,43) tiene la forma 


ah = e (sx -1)” Xu 20m), 


donde 
4. (M—I)x 
Ey ES 


sa=1l1= 


Puesto que M = 5 obtenemos que cuando h => 0, 


4 
[sa] > | 


De aquí es fácil obtener la inestabilidad respecto a las condiciones 
iniciales. 
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Los ejemplos mediante los cuales hemos ilustrado la aplicación 
del método de separación de variables, se refieren a esquemas en 
diferencias de dos hojas. Al pasar a esquemas de varias hojas, 
la idea general del método de separación de variables sigue siendo 
válida, pero aparecen nuevas circunstancias que explicaremos 
brevemente en un ejemplo de dos esquemas para la ecuación de 
ondas (24,43). 


Consideremos primeramente el esquema explicito 


RAZA ER 


q s a (38,43), 
lim = qo( mb); (58,43): 
E piia (58,43) 
no = üp = O. (58,43) 4 


Como norma tomaremos, para los miembros derechos de las 
condiciones iniciales (58,43)2 y (58,43), la expresión 


Vlo poda + (0 qdo: 
La solución se medirá con la norma 
sup Y (8",4%)1. 
i 
Aplicando el método de separación de variables, encontraremos 


primeramente las soluciones del tipo äm = T(n) X (m) que veri- 
fican las condiciones de contorno (58,43)... Para determinar A y 
X (m) obtenemos de nuevo el problema (44,43), (45,43) de valo- 
res propios, cuya solución viene dada por las fórmulas (49,43) 
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y" (50,43). Para hallar la funcion 7;(n) tenemos la ecuación en 
diferencias 


ž 

Tint 1) — (24 2%) Tn) + Ten— 1) =0. (5943) 

De muevo buscamos la solución del problema de contorno 
va 

(58,43) en la forma nf = y Tun) X,(m). Basándónos en 
re 

que cl sistema de funciones (Xx(m)) es ortonormalizado obte- 


nemos de las condiciones iniciales (58,43). y (58,43), las siguien- 
tes condiciones iniciales para Ti (1): 


TCO) =a, aW = (go, Xxda; (60,43) 
UTO =4P, a = (4 ESN (61,43) 


Consideremos un sistema fundamental {T® (n), T (»)} de 
soluciones de la ecuación (59,43) y definámoslo mediante las 
condiciones 

TOTO 
T® 0) =1, EA Si 
(62,43) 
T” ajr” 
Ti? (0) = 0, AMA, =1. 
Entonces 
Ta(n) = «TO (n) + aPTP (n), 
“m-i 


di y (PT (n) + APT (m)) Xa (m). 


kri 


ANEXO 535 
De aquí, debido a que el sistema de funciones (X(m)] es orto- 
normalizado, obtenemos 


PEN 

(ar, a) = Y (PT + aTh). (6345) 
m 

Sea Pi(n, h) = max {] T(n) |, | Ta? (n) |] y P(r, h) = 

= max Pa(n, h). Empleando la desigualdad (o + b)? < 

< 2(a? 4 b?), obtenemos de (63,43) 


za 
(9 <2 0 ep TP + 


kzi 
+ [ap |t TP») |) < 


u-i 


<2 [PD Y das e + ap». 


ha 


De aquí en virtud de (60,43) y (61,43) tenemos 


V (1) < V2P(m,h) V (o q0)a + (21 91)1 (6443) 


De (64,43) se desprende que el esquema en diferencias 
(58,43) es estable respecto a las condiciones iniciales, en el sentido 
de las normas señaladas, si la cantidad P(n, h) es acotada para 
toda n que verifique las desigualdades O < n + < T, siempre que 
h > 0 sea suficientemente pequeño. 
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Por otro lado, es fácil demostrar que si la cantidad P(n, h) | 
no es acotada, el esquema (58,43) no puede ser estable respecto 
a las condiciones initiales. 

Por lo tanto, el problema sobre la estabilidad del esquema 
considerado se reduce al estudio del sistema fundamental de solu- 
ciones {T{® (n), 7/'(1))] de la ecuación en diferencias (59,43) 
construida anteriormente. 

En nuestro caso este estudio se realiza fácilmente, ya que 
TO (n) y T®(n) se expresan de modo sencillo mediante las 
raíces de la ecuación característica correspondiente 


Señalemos los resultados del estudio: el esquema en dife- 
rencias (58,43) es estable respecto a las condiciones iniciales, 


h 


Consideremos ahora un esquema en diferencias implícito para 
el mismo problema de contorno 


si Š =c < 1 (c = const.) y no es estable, si 5 =c>l 


dim! *— Lil + üm 


1 


(65,43) 


e 
a) 2 em); a = a= 
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Este esquema se puede analizar del mismo modo que el esquema 
(58,43). Resulta que el esquema (65,43) es estable respecto a 


ens Ads . T 
las condiciones iniciales para cualesquiera valores de <. 


Con el método de separación de variables se pueden inves- 
tigar esquemas en diferencias de tres hojas, construidos para la 
ecuación de la conducción del calor (18,43) por las fórmulas 
aproximadas (22,43) y (23,43). En estos esquemas el valor de 
la solución en cada hoja se determina mediante los valores de 
la solución en las dos hojas precedentes. El papel de las condi- 
ciones iniciales lo desempeñan los valores de la solución en las 
hojas número 0 y número 1. Las condiciones iniciales en dife- 


rencias, que determinan ñm y fm, las escribiremos de acuerdo con 
(28,43) : 


Š ül 
Ba) = ( j = e ) (66,43) 
CH h(m) 
Las funciones qu, q» se deben definir de modo que la condición 
inicial en diferencias (66,43) aproxime la condición inicial 
i(u) = u(0, x) = qo(x) 
para la solución de la ecuación diferencial. 


Según el subepigrafe 1, el error de aproximación para la con- 
dición inicial en diferencias (66,43) es la función 


iz Py _ /24(0, mh) galm) 
a= Ag) T Vul mh) — pim) )* 
La condición de aproximación consiste en que el error de aproxi- 


mación tienda a cero, cuando hh —> 0. Para dar un sentido preciso 
a esta condición, cs necesario escoger una norma para medir Ba. 
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Se puede, por ejemplo, tomar la siguiente norma 
V (B°, B°)a + (8 Pa. 


Esta misma norma se puede emplear para medir las condiciones 
iniciales en diferencias. La variación de la solución la mediremos, 


igual que antes, mediante la norma sup V (2, 47). 


Escogidas asi las normas, es fácil obtener los siguientes resul- 
tados. El esquema en diferencias explícito 
An im O — 2m + m 
2r h 


=0, 


üm = aim), üa = hlm), = 14 =0 
no es estable respecto a las condiciones iniciales cualesquiera que 


+ 7 Sas ioiii: 
sean los valores de gp = nst. El esquema en diferencias impli- 


cito 
3 mn — ûn 
2 o E 
sari — Zn tine 
gigan 


n 


am = qalm), üa = falm), a= a= 0 


es estable respecto a las condiciones iniciales cualesquiera que sean 


los valores de |. 
h? 
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6. Para investigar la estabilidad a partir de las condiciones 
iniciales en el caso del problema de Cauchy se emplea el método 
de la integral de Fourier, Este método es conveniente aplicarlo 
en ecúaciones cuyos coeficientes no dependen de x (en particular, 
en ecuaciones con coeficientes constantes). Al igual que el mé- 
todo de separación de variables, el método de la integral de Fou- 
rier permite reducir el estudio de la estabilidad al análisis de las 
soluciones de una ecuación en diferencias “ordinaria” (es decir, 
una ecuación en diferencias que contiene solamente un índice 
variable). 


La idea principal del método consiste en investigar las solu- 
ciones del esquema en diferencias correspondientes a funciones 
iniciales del tipo e'%=, donde k es un parámetro real. Estas solu- 
ciones permiten encontrar directamente las condiciones necesarias 
para la estabilidad. Empleando la integral de Fourier, *% que 
permite expresar condiciones iniciales cualesquiera mediante fun- 
ciones del tipo e***, se pueden encontrar también las condiciones 
suficientes para la estabilidad. Aquí nos limitaremos a deducir 
la condición necesaria principal de estabilidad para esquemas de 
dos hojas. 


La función e"? = et" se dice armónica. La solución del 
esquema en diferencias, correspondientes a la función inicial 
80, = emh, se busca en la forma 


m = T(n, k, h)etma, (67,43) 
Para determinar la función T(x, k, h) se obtiene una ecuación 


en diferencias respecto a la variable n. Si la función T(n, k, h) 


136 Acerca de la integral de Fourier se puede ver el libro: G. E. Shilov, 
Análisis matemático, curso especial, Fizmatguiz, 1960, cap. 7. 


540 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 


es acotada, para un k = ko, h suficientemente pequeñas y todas 
las # para las cuales n + <' To = const., se dice que el esquema es 
estable sobre la armónica e'**. Si bajo las condiciones que acaba- 
mos de señalar respecto a A y a n se cumple la acotación uniforme 
de T(n, k, h) para cualesquiera k, se dice que el esquema en dife- 
rencias es uniformemente estable en todas las armónicas. 


Si las normas son || a° || = sup | äm |, || || = sup | an |, 


para que el esquema sea estable respecto a las condiciones iniciales 
es necesario, evidentemente, que el esquema sea uniformemente 
estable sobre todas las armónicas. Esta condición es fácil de com- 
probar y por eso se emplea ampliamente en la práctica para 
investigar esquemas en diferencias. 


Consideremos algunos ejemplos sencillos. Busquemos T(n, k, 
h) para el esquema en diferencias (32,43). Sustituyendo (67,43) 
en (32,43), obtencmos 


T(n, k, h) = [s(k, h)]"; donde s(k, h) =1 + $- qe. 


a z 
Comprobemos que cualquiera que sea el valor constante de —, 


h 
1 de convergencia uniforme para T(m, k, 
h), En efecto, poniendo kh = a, tenemos 


no se cumple la condi 


sp [E +4 A — cos |+ E sens a. 


la 
Sias =(1 ++ Por eso los valores de 


T(n, k, h) no son acotados y el esquema (32,43) no es estable 
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respecto a las condiciones iniciales cualquiera que sea el valor de 
A 


h 


Consideremos ahora el esquema (33,43). Para el mismo 
TOn, k, h) = [s(k, h)]”, donde 
p Ta E 
s(k, h) = 1 be 
De aquí 
ls = [ =P «os a] + sar a. (68,43) 


Si $ =c < 1, de (68,43) se desprende que | s(k, h) | < 1 y, 
por consiguiente, los valores de T(n, k, h) están wmiformemente 


i $ TF. 
acotados. En cambio, si => c > 1, tenemos para 4 = 7 
h 


lsP = 0 — 2) > 1 He 


donde p > O no depende de h. Para la £ correspondiente, la 
función T(n, k h) crece infinitamente en valor absoluto cuando 
n > 00; por eso el esquema: (33,43) no es estable respecto a las 
condiciones iniciales cuando e > 1. 

Consideremos ahora el esquema en diferencias implicito del 
mismo problema (31,43), construido de acuerdo con (16,43) (el 
error de aproximación es de segundo orden respecto a = y A). 
Para este esquema se comprucba fácilmente que 


ipt 
¡pe 
ez 
sik, h) = 
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Por eso |s | = 1 y T(n, k, h) son uniformemente acotadas cual- 
quiera que sea el valor de ¢ = $ 


Del mismo modo se pueden analizar los esquemas de tres 
hojas. 


7. El concepto de esquemas en diferencias correcto se rela- 
ciona no sólo con el problema de la convergencia de las soluciones 
de los esquemas en diferencias, sino también con el problema 
—muy importante en la práctica— de la influencia de los errores 
de redondeo en la solución aproximada que se obtiene mediante 
el esquema en diferencias. En la práctica todos los cálculos se 
hacen con redondeo, hecho que influye de una u otra forma en 
la solución del esquema en diferencias. Obviamente tienen inte- 
rés práctico sólo esquemas en los cuales los pequeños errores que 
se cometen en el proceso de solución numérica de las ecuaciones 
en diferencias, no implican grandes desviaciones de la solución 
exacta de las ecuaciones, 

Analicemos algunos ejemplos sencillos que explican la dife- 
rencia esencial que existe entre esquemas en diferencias correctos 
y no correctos desde el punto de vista del incremento del error 
originado por el redondeo. Consideremos para ello los esquemas 
en diferencias correspondientes al primer problema de contorno 
para la ecuación de la conducción del calor (18,43). 


Suponiendo 5 < 4, busquemos una estimación del error de 


redondeo para el esquema en diferencias explícito, construido de 
acuerdo con (39,43). Supongamos que el error de redondeo en 


cada hoja, que surge al calcular ña, no es mayor que e en valor 
absoluto. Supongamos primeramente que este error se ha come- 
tido en la hoja mo, mientras que en todas las hojas anteriores y 
posteriores no se han cometido errorres de redondeo, Para el 
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i > 7 P 
esquema considerado y siendo F < 3, el error cometido en la 


hoja no alterará a lo sumo en e la solución del esquema en dife- 
rencias en las hojas posteriores. Esto se desprende directamente 
de la igualdad (39,43), ya que la diferencia entre las soluciones 
exacta y aproximada es (para 1 > ne) una solución de la ecuación 
(39,43), debido a que las ccuaciones en diferencias son lineales. 


Para obtener una estimación del error de redondeo en el caso 
general, cuando los errores aparecen en todas las hojas, es sufi- 
ciente —debido a la lincalidad de las ecuaciones en diferencias — 
sumar los errores originados por los redondeos efectuados en las 
diferentes hojas. Si t < T, el número de hojas se estima me- 


T 
diante la cantidad 7 Y Por eso el error total de redondeo no es 


mayor que en valor absoluto. 


El error de redondeo no crecerá, cuando h > 0, siempre que 
€ = O(7) = O(h*). Sea el error máximo de redondeo que 
se comete al efectuar las operaciones aritméticas que permiten 


calcular am ** mediante la fórmula (39,43). De esta fórmula se 
tiene que e.— O (p) ; por eso, si p = O (h°), el error de redondeo 
estará acotado, cuando h > 0: (Señalemos que para el esquema 
implícito, construido de acuerdo con la fórmula (20,43), se puede 
obtener del mismo modo que e = O(%*), pero la estimación 
de e mediante p es más compleja; 'esta última depende del 
método utilizado para resolver el sistema de ecuaciones alge- 


braicas que relacionan los valores ri ' * en la hoja n + 1). 


Supongamos ahora que en el esquema, construido de acuerdo 


con (39,43), tenemos pS =} +m p >O (el esquema no es 
E 
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estable respecto a las condiciones iniciales). Según hemos pro- 
bado en el subepigrafe 4, un error de (—1)% cometido en la 


hoja inicial, origina en la hoja n = È, t < T, un error cuyo 
n 
valor absoluto es e e ™ donde K es una constante. Para que el 
error de redondeo no aumente, cuando 4 > O, es necesario que € 
m 


decrezca muy rápido —como e ™¥— cuando } —> 0. 
Veamos un ejemplo numérico que ilustra la rapidez con que 
puede crecer el error en esquemas no estables. Supongamos que 


5 = 1 en el esquema construido de acuerdo con (39,43). Enton- 


ces un error del tipo (—1)”s aumenta 3 veces cuando de n se 
pasa a n + 1. En veinte pasosel error aumenta 3° = 3,5. 10° 
veces, Si los cálculos se realizan con una precisión relativa “de 
*10-», los resultados obtenidos en la hoja 20 no tendrán, en general, 
ningún dígito exacto. 


El problema de la acumulación de los errores de redondeo en 
el cálculo de las soluciones de los esquemas en diferencias, se ha 
estudiado aún muy poco. 


8. Los ejemplos considerados de problemas elementales de 
contorno para ecuaciones diferenciales y de los esquemas en dife- 
rencias correspondientes, dan solamente una idea general de los 
conceptos principales "relacionados con el método de redes y de 
los métodos más importantes de estudio de esquemas en dife- 
rencias. 


Actualmente existe un gran número de trabajos sobre dife- 


rentes problemas generales de la teoría de los esquemas en dife- 
rencias. Se han estudiado algunas clases particulares de esque- 
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mas, se han analizado detalladamente algunos esquemas concretos 
importantes para las aplicaciones prácticas, 19? 


La atención principal en estos trabajos se dedica a la estab 
lidad de los esquemas en diferencias. Como regla general resulta 
difícil obtener criterios suficientes efectivos (es decir, que se 
puedan aplicar más o menos fácilmente) de estabilidad. Las 
condiciones necesarias suelen encontrarse con mayor facilidad. 
En la práctica tienen interés las condiciones necesarias de estabi- 
lidad que además de sencillas sean fuertes, es decir, sean próximas 
a las suficientes. Existen métodos que permiten encontrar estas 
condiciones para ciertas clases, suficientemente amplias, de esque- 
mas( por ejemplo, el método de la integral de Fourier para esque- 
mas en diferencias con coeficientes constantes, que hemos expuesto 
brevemente). 


Sin embargo, debemos subrayar que los esquemas en dif 
rencias que se aplican en la-práctica no admiten, en la mayoría 
de los casos, un aná completo y riguroso mediante los métodos 
generales actualmente existentes. Esto se refiere, en particular, 
a los esquemas que corresponden a ceuaciones diferenciales linca- 
les con coeficientes variables de tipo general. Los estudios que 
se han hecho de estos esquemas se basan en las propiedades espe- 
cíficas de cada esquema concreto y no pueden servir de modelo 
para el estudio de los diferentes esquemas que se aplican en la 
práctica del cálculo. 


Frecuentemente se presentan casos en que se pueden aplicar, 
teóricamente los métodos generales, pero su aplicación nos conduce 
a dificultades técnicas prácticamente insalvables (por ejemplo, 


ast Véase R. D. Rijtmayer, Métodos en diferencias para la solución 
de problemas de contorno, Literatura extranjera, 1960. 
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al investigar la estabilidad por el método de separación de varia- 
bles pueden presentarse grandes dificultades al calcular los valo- 
res propios). 


Por eso surgieron y se extendieron ampliamente los llamados 
“métodos prácticos” de estudio de la estabilidad de los esquemas 
en diferencias. Teóricamente carecen de fundamentación, excep- 
ción hecha de algunos casos especiales, pero en la práctica se han 
probado suficientemente. 


Uno de estos métodos es el llamado “método de enfriamiento 
de loş coeficientes”, Según este método las ecuaciones en dife- 
rencias lineales con coeficientes variables se sustituyen por ecua- 
ciones con coeficientes constantes iguales a los valores de los 
correspondientes coeficientes variables en un punto (to, +o) de la 
región considerada. Si para cualquier selección del punto (to, 70) 
el esquema compuesto por las ecuaciones con coeficientes constan- 
tes es estable, también el esquema inicial (con coeficientes varia- 
bles) se considera estable. 


Existe otra serie de “métodos prácticos” para estudiar la 
estabilidad de los esquemas en diferencias. 


Tiene gran interés aclarar los límites entre los que se pueden 
aplicar y fundamentar rigurosamente los “métodos prácticos”. 


Además del desarrollo de los métodos generales de investiga- 
ción de los esquemas en diferencias, tiene gran importancia el 
desarrollo de métodos racionales para construir los esquemas en 
diferencias de ciertas clases de problemas que aparecen frecuen- 
temente en las aplicaciones, Interés especial tienen los esquemas 
en diferencias válidos para buscar aproximadamente las solucio- 
nes discontinuas y no derivables de las ecuaciones diferenciales 
lineales y, especialmente, de las no lincales. 
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Problemas interesantes en el aspecto teórico e importantes 
para la práctica, aparecen al resolver numéricamente las ecuacio- 
nes diferenciales en derivadas parciales en el caso en que el 
número de variables independientes es mayor que dos. Los esque- 
mas en diferencias corrientes —análogos a los considerados ante- 
riormente— llevan en este caso a redes de un número muy eleva- 
do de nodos. Esto aumenta bruscamente tanto el volumen de 
los cálculos como el de la información que debe retener la memoria 
de la computadora. Por eso tiene gran importancia, para el des- 
arrollo de los métodos de solución aproximada de problemas multi- 
dimensionales, la estimación exacta de la información necesaria 
para obtener la solución con la precisión deseada así como los 
nuevos métodos de construcción de los esquemas en diferencias 
que permiten reducir el volumen de los cálculos, 


